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INTRODUCERE

Teoria geometricd a functiilor univalente este una dintre domeniile analizei complexe in care
rigoarea rationamentului analitic se Tmpleteste strans cu intuitia geometrica si primele notiuni au
fost introduse la inceputul secolului al XX - lea cand au aparut primele lucrari importante cum ar fi
cele scrise de P. Koebe, T. H. Gronwall, I. W. Alexander, L. Bieberbach.

Este demn de mentionat faptul cd, in dezvoltarea acestui domeniu al matematicii,
matematicienii romani au avut un merit deosebit. Creatorul scolii romanesti de teoria functiilor
univalente este G. Cdlugareanu care a obtinut conditii necesare si suficiente de univalenta.
Continuatorul acestuia este Academicianul P. T. Mocanu care s-a impus pe plan mondial prin
rezultate remarcabile si amintim cateva, a introdus noi clase de functii univalente, functiile alfa-
convexe sau functiile Mocanu, a abordat problema injectivitdtii functiilor neanalitice §i a creat
impreund cu S. S. Miller o noud metodd de studiu a unor clase de functii univalente i anume
,metoda functiilor admisibile” sau ,,metoda subordonarilor diferentiale”. Mai tarziu Academicianul
P. T. Mocanu si S. S. Miller au introdus notiunea duald a subordondrii diferentiale numita
»superordonare diferentiala”. Sub conducerea domnului Academician P. T. Mocanu s-a format o
puternica scoald clujeana de toeria geometricd a functiilor. Dintre numerosii colaboratori ai
domniei sale pe plan national amintim: N.N. Pascu, G.S. Salagean, T. Bulboaca, G. Kohr, P. Curt,
Gh. Oros, M Acu si altii, 1ar pe plan international, S.S. Miller, M.O. Reade, S. Ruscheweyh, S.
Owa, R. Fourier, M.K. Aouf si altii.

In aceastd tezd de doctorat s-au obtinut noi rezultate cu privire la subordondrile si
superordonarile diferentiale precum si unele subclase de functii univalente.

Lucrarea cuprinde patru capitole, o introducere si o bibliografie continand 138 titluri, dintre
care 21 sunt semnate de autor.

In primul capitol, intitulat ,,Generalitati privind notiunea de functie univalent” si structurat in
patru paragrafe, sunt prezentate probleme generale privind teoria functiilor univalente, familii
speciale ale acestora, functii analitice cu partea reald pozitiva si notiunea de subordonare.

Al doilea capitol intitulat ,,Clase speciale de functii univalente” este structurat in noua
paragrafe. Aici sunt prezentate rezultate importante cu privire la clasa functiilor stelate, convexe,
aproape-convexe, alfa-convexe, alfa-convexe p-simetrice, stelate de tip «, spiralate, stelate si
convexe de ordin o si analitice cu coeficientii negativi, fiind expuse definitii, leme §i teoreme
fundamentale. Aceste notiuni si rezultate sunt necesare pentru demonstrarea rezultatelor originale
continute in capitolul IV.

Urmatoarele doua capitole contin rezultate originale, publicate deja sau in curs de publicare.

»Subordondri si superordondri diferentiale” este al treilea capitol, fiind structurat in zece
paragrefe. In primele doud paragrafe sunt prezentate definitii, leme si teoreme fundamentale
referitoare la subordondri diferentiale si subordondri diferentiale de tip Briot-Bouque. Aceste
notiuni $i rezultate sunt necesare pentru demonstrarea rezultatelor originale continute in
urmitoarele paragrafe ale acestui capitol. In paragrafele I11.3 si II1.4 s-au determinat aplicatii ale



subordonadrilor diferentiale si subordonari diferentiale de tip Briot-Bouque si sunt continute in [57],
[61], [64]. In urmitoarele doud paragrafe sunt prezentate definitii si teoreme fundamentale
referitoare la superordonari diferentiale si superordonari diferentiale de tip Briot-Bouque, necesare
pentru demonstrarea rezultatelor originale continute in urmatoarele paragrafe ale acestui capitol. O
parte din aceste rezultate sunt continute in [56]. In paragraful I11.7 s-au determinat aplicatii ale
superordindrilor diferentiale de tip Briot-Bouquet obtinute cu ajutorul operatorilor integrali, iar
[54], [55], [58] contin aceste rezultate. Paragraful III.8 contine aplicatii ale subordonarilor si
superordonarilor diferentiale si teoremele “sandwich”. Aceste rezultate sunt continute in [63], [65],
[66]. Folosind operatorul Ruscheweyh in paragraful II1.9 s-au determinat subordonari si
superordonari diferentiale pentru functii analitice. Rezultatele acestui paragraf sunt continute in
[67]. In ultimul paragraf a acestui capitol sunt prezentate subordondri si superordondri diferentiale
folosind operatorul /,(r,A4)f(z), sunt continute in [60], [68].

Ultimul capitol intitulat ,,Subclase de functii univalente” este structurat in sase paragrafe. Toate
rezultatele acestui capitol sunt originale. In paragraful IV.1 sunt prezentate subclase de functii
univalente definite cu ajutorul convolutiei, notate S g* , K, C, sisunt continute in [62]. Paragraful

IV.2 intitulat ,,Subclase normate de functii stelate si convexe” prezinti subclasele notate S (<),
K(<), continute in [69]. Urmatorul paragraf este o impletire a paragrafelor anterioare, adica s-au

determinat subclase normate de functii univalente definite cu ajutorul convolutiei, notate S g*(é’ ),

K, (), C, (&), M, (&), S’y,g (¢). Aceste rezultate sunt continute in [70]. Subclase normate de

functii stelate si convexe de ordin @ sunt prezentate in paragraful IV.4, sunt notate S (a;¢),
K(a;¢) st sunt continute in [71]. Rezultatele paragrafului IV.5, subclase normate de functii alfa-
convexe, notate M (&), sunt continute in [72]. Ultimul paragraf a acestui capitol este intitulat
»subclase de functii univalente cu coeficienti negativi” prezintd o noud clasd de functii notata
TS, ,(a) si aceste rezultate sunt continute in [73].

Tin sa aduc pe acestd cale sincere multumiri §i sd-mi exprim sentimentele de stimd si respect
conducatorului stiintific al lucrarii, domnului Academician Petru T. Mocanu pentru modul in care
m-a Indrumat in elaborarea acestei lucrari, pentru sprijinul, increderea pe care mi-a insufletit-o si
incurajarea permanentd. De asemenea, multumirile mele se indreapta citre domnul prof. univ. dr.
Grigore St. Salagean ale carui rezultate in domeniul functiilor cu coeficienti negativi mi-au fost de
un real folos, doamnei prof. univ. dr. Gabriela Kohr, precum si celorlalti domni profesori de la
Catedra de Teoria Functiilor. $i nu in ultimul rand as vrea sa multumesc copiilor, parintilor si
sotului pentru sustinere, intelegere, incurajare si ajutorul acordat.

In cele ce urmeaza, am selectat cele mai importante rezultate din fiecare capitol.



I. GENERALITATI PRINVIND
NOTIUNEA DE FUNCTIE UNIVALENTA

In acest capitol sunt prezentate notiuni si rezultate elementare privind teoria functiilor
univalente, familii speciale ale acestora, functii analitice cu partea reald pozitiva i notiunea de
subordonare.

I.1. Probleme generale privind teoria functiilor univalente

Definitia 1.1.1 [38]: Fie D < C domeniu si fie functia f: D — C. Spunem ca functia f este o
functie univalentd, daca f € 7/ (D) si f este injectiva pe D.

Definitia 1.1.2 [38]: Notam cu 77, (D) = { f € 7/ (D): funivalenta pe D }. 7, (D) poarta numele
de clasa functiilor univalente.

Teorema 1.1.1 [20,38]: Daca functia f € 7, (D), atunci f'(z)#0, pentru orice ze€D.

Corolarul 1.1.2 [38]: Fie D un domeniu convex din planul C, f e # (D) astfel incat
Re f'(z) >0, pentru orice ze D, atunci f € 7, (D).

I.2. Familii speciale de functii univalente in U

Notam discul unitate in planul complex
U:{ZGC:|Z|<1}.

Multimea functiilor f:U — C olomorfe in discul unitate se noteaza cu H (U).

Pentru ¢ € C si ne N, notim
Hla,nl={fe #U): f(z)=a+a,z"+a,z" +} ,
A={fe HWU): f(z)=z+a,,z"" +a,,z"" +} ,

iarpentru n=1, 4,=A.

Un loc important in teoria functiilor univalente il ocupa clasa S a functiilor de forma:

f(2)=z+a, 2’ +a, 2 +..+a,z" +..., zeU

olomorfe si univalente in discul unitate U.

Notamcu S={fe 7, (D): f(0)=f'(0)-1=0}.
Teorama 1.2.4 [7]: Dacd f €S, f(z)=z+a,z’ +a,2° +..+a,z" +..., ze U, atunci a; satisface
relatia |a2| <2. Are loc egalitatea |a2| =2 daca i numai daca feste o functie de tip Koebe, adica

f(2)=K.(z)=———, zeU, reR.
(1 +e" Z)

Conjectura 1.2.1 [9]: Dacid feS, f(z)=z+a,z°+a,z’ +..+a,z" +.., zeU, atunci |a,|<n

a

pentru orice ne N, n>2.
Corolarul 1.2.3 [95]: Clasa S este compacta.



I.3. Functii analitice cu partea reala pozitiva

Definitia 1.3.1 [95]: Introducem o noua clasa de functii 7 = {p € Z(U) : p (0)=1, Re p(z) >0,
zeU } numita clasa de functiilor de tip Caratheodory.

Definitia 1.3.2 [95]: Introducem o noua clasa de functii 5= { ¢ € 7Z(U) . ¢(0) =0, |(o(z)| <1,
zeU } numita clasa de functiilor de tip Schwarz.

Teorema 1.3.4 [18]: Dacd peZ p(z)=1+p z+p,z° +.., zeU, atunci |pn| <2 pentru orice

neN". Egalitatea are loc dacd si numai daca:

1+/IZ, zeU, 1€C,
1-Az

p(2)= /1|:1.

1.4. Subordonare

Definitie 1.4.1 [95]: Fie functiile f, F' € 7/ (U). Spunem ca functia f este subordonanta functiei F
si vom nota f<F sau f(z)<F(z),zeU daca exista o functie we 7 (U) cu w(O)zO i
‘w(z)‘ <1, zeU astfel incat f(z) = F[w(z):I ,zeU.

Teorema 1.4.1 [95]: Fie functiile f, ' € 7/ (U) si presupunem ca F este univalenta in U. Atunci
f(z)=< F(2), z €U daca si numai daca f(0)=F(0) si f(U)cF(U).

Corolarul 1.4.1 [49]: Fie functiile f, F € 7 (U) astfel incat F este univalenta in U.

a) Dacd f(0)=F(0) si f(U)<F(U), atunci f(U,)<F(U,),0<r<I.

b) Egalitatea f(U_r) =F(Ur) pentru un r<1 are loc daca si numai daca f(U) =F(U) sau
f(z)=F(2z). |A]=1.

II. CLASE SPECIALE DE FUNCTII UNIVALENTE

In acest capitol sunt prezentate rezultate importante cu privire la clasa functiilor stelate,
convexe, aproape-convexe, alfa-convexe, alfa-convexe p-simetrice, stelate de tip «, spiralate,
stelate 1 convexe de ordin o si analitice cu coeficientii negativi, fiind expuse definitii, leme si
teoreme fundamentale.

II.1. Functii stelate

Functiile stelate sunt introduse pentru prima data in 1920 de J. W. Alexander.
Teorema I1.1.1 [95]: Fie functia f € #(U), £(0)=0. Atunci functia [ este stelata in U daca si
numai daca f'(0)#0 si

ReZL Do Lev.
f(2)



Definitia I1.1.6 [95]: Notam cu S = {feA: Re% >0, zeU}. § poarta numele de clasa
z

Junctiilor stelate. .
Teorema I1.1.3 [95]: Clasa S este compacta.

Teorema I1.1.5 [50,101]: Daca f € S", unde f(z)=z+a,z" +a,2° +..+a,z" +..., zeU, atunci
|an| <n pentru orice n€ N, n>2. Egalitatea are loc daca si numai daca f(z)=K (z), zeU,
relR.

I1.2. Functii convexe

Functiile convexe au fost introduse in anul 1913 de E. Study [138], iar studiul lor a fost
continuat de T. H. Gronwall [35] si K. Lowner [50].

Lema I1.2.2 [123]: Fie functia p € 77 (U), astfel incat Re p(0) >0 si fie a € R. Atunci:

Zp’(Z)}

Re{p(z)+a >0, zeU = Rep(z)>0, zeU.
p(2)

Teorema 11.2.1 [95]: Fie functia f € 7/ (U). Atunci functia f este convexa in U daca §i numai
daca f'(0)#0 si

Re +1>0, zeU.

z !!(Z)
/')
z

Definitia I1.1.4 [95]: Notam cu K = { f € A: Re ,((i) +1>0, zeU}, K poarta numele de
z

clasa functiilor convexe.

Teorema 11.2.2 [95]: Functia f € K dacd si numai dacd ge S, unde g(z)=z f'(z), zeU sau
feK © zf(2)es .

Teorema I1.2.5 [95]: Clasa K este compacta.

Teorema I1.2.6 [50]: Daca feK, f(z)=z+a,z +..+a,z" +.., zeU, atunci |an| <1 pentru

,zeU, relR.

orice ne N, n>2. Egalitatea are loc daca si numai daca: f(z)= —

1+e€" z

G. S. Salagean si S. Ruscheweyh introduc doi operatori diferentiali care permit, in
anumite situatii, studierea simultand a functiilor stelate si convexe, precum si a unor subclase ale
acestora.

Definitia I1.2.8 [125]: Definim operatorul diferential Salagean D" : 4 — .4, neN, prin:
D'f(z)=f(2),
D'f(z)=Df(z) =z f'(2), )

D"f(z)=D(D"'f(2)).

Observatia 11.2.10: Daca functia fe 4, f(z)= Z+Zaj z/, zeU, atunci:

j=2



D"f(z):z+2j"ajzj, zelU.
=2
Definitie 11.2.9 [125]: Spunem ca functia f € A este n-stelatd, n € N, daca verificd inegalitatea:

n+l
Re 2/ G)
* DS ()
Vom nota cu S, clasa acestor functii.

Teorema 11.2.10 [5] Fie ¢c.4 convexd, g€ S  si Fe # (U) astfel incit ReF(z)>0, zeU.
g+ g
9*g
Definitia I1.2.11 [121]: Definim operatorul Ruscheweyh R" : 4 — .4, neN, prin:

Z(Zn_lf(Z))(n)
n! ’

>0, zeU.

Atunci este convexd.

R'f(z)=———— f(2) = zeU.
(I_Z)n+
Observatia 11.2.12 [121]: Daca functia f € A4, f(z)= Z+Zaj z/, zeU, atunci
j=2
R'f(2)=z+) Cl ,a,z, zel.
j=2

I1.3. Functii aproape-convexe

Definitia I1.3.1 [95]: O functie f: U —> C, f e Z(U) se numeste aproape-convexd daca exista
o functie ¢ convexa in U astfel incat:
Ref,(z) >0, zeU.
?'(2)
Spunem ca functia f este aproape-convexd in raport cu functia .

Definitia I1.3.2 [95]: Notam cu C={feA: (DpekK, Re% >0,zeU }, C poarta numele
o' (z

de clasa functiilor aproape-convexe i normate.
Teorema I1.3.1 [43,106]: Fie Dc C un domeniu simplu conex si fie functia f eH (D). Sa

presupunem ca exista o functie ¢ € H, (D) astfel incat ¢p(D)=A este undomeniu convex. Atunci

el
¢'(2)

univalenta in D.

Teorema 11.3.3 [116,117): Dacd feC, f(z)=z+a,z’ +..+a,z" +.., zeU, atunci |an| <n,

>0, ze D (adica functia f este aproape-convexa in raport cu @) implica functia f

n 2. Egalitatea are loc daca si numai daca f(z)=K_(z)= zeU, reR.

(1+eiT 2)2 ’



I1.4. Functii alfa-convexe ( functii Mocanu )

Cu scopul de a stabili o legatura intre notiunile de convexitate si de stelaritate, in anul
1969, P. T. Mocanu [92] introduce notiunea de alfa-convexitate. Mai tarziu au fost obtinute diverse
proprietati ale acestora de catre P. T. Mocanu, S. S. Miller si M. O. Reade [88,89].

Teorema I1.4.1 [92]: Fie functia f alfa-convexa pe cercul {z € (C:|z| zr} daca si numai daca
ReJ(a, f;2) >0 pentru |z| =7, unde:
J(a,f;z):(l—a)mm(uwj.
f(2) 1'(2)
Definitia 1143 [92]: Notaim cu M, = { f e (U : f(0)=f'(0)-1=0,

a

S/ () #0,ReJ(a, f;2)>0,zeU}, M, poarta numele de clasa functiilor Mocanu sau
z

alfa-convexe.

IL.5. Functii alfa-convexe p-simetrice

Definitia I1.5.1 [26]: Fie aeR si peN, p>1. Notim cu
M,, ={feMa f(2)=z+a,, zP! +a,,, z*P! +...,zeU}, M

Sfunctiilor alfa-convexe p-simetrice.
Teorema I1.5.2 [26]: Daca functia feM, ,, unde o >0 si zeU este un punct fixat, atunci:

poarta numele de clasa

a,p

M ap) P <|f| <[ MG ap)],

a
L

2

(1-p)*

de forma f(z)= [KT (z”,ap)}l’.

1 ¢ p*
unde M(r,a) = —IO P dp | . Egalitatea este atinsa ( in ambele parti ) daca functia f este
a

I1.6. Functii stelate de tip &

Definitia 11.6.1 : Fie functia f €S . Spunem cd functia f este stelatd de tip o, si notim
feSlal, daca a=a(f)=sup{f:feM,}.

Definitia 11.6.2: Fie aelR si peN, p=1. Notam cu
S;[a] = {f eS*lal: f(z)=z+a,, zP +ta,,, 2Py ze U} , S;[a] poarta numele de clasa

Sunctiilor stelate de tip a p-simetrice.

Teorema IL.6.1 [26]: Functia f €S [a] dacd si numai daca geS[apl, a=0, unde

f(z)=[g(zf’)];, p=2,3,...



I1.7. Functii spiralate

in anul 1932, L. Spacek [136] prezinti o generalizare a functiilor stelate si anume clasa
functiilor spiralate.

Teorema I1.7.1 [8] : Fie functia feH (U), cu f(0)=0, f'(0)=0 si f(z)#0, zeU si fie

T . . . v . .o . v
y e (—— —j. Atunci functia f este spiralatd de tip y daca si numai daca:

Re[e”m}>0, zeU.
f(z)

Definitia I1.7.7 [8]: Notam cu S, ={ fe A: Re{e"y %} >0,z e U}, unde y e (—%%}
z

S, poarta numele de clasa functiilor spiralate de tip y si normate uzual in discul unitate U.

I1.8. Functii stelate si convexe de ordin

Definitia 11.8.1 [95]: Fie 0<a <1. Notim cu S () ={ feAd :Re% >a,ze U}, S"(a)
z

poarta numele de clasa functiilor stelate de ordin o .

!’

Definitia I1.8.2 [95]: Fie 0<a<1. Notim cu: K(a)z{ feA:ReZ; (§)+1>a,zeU},
z

K(a) poarta numele de clasa functiilor convexe de ordin o .

I1.9. Functii analitice cu coeficientii negativi

Definitia 11.9.1: Notam cu T:{feS:f(z)zz—Zanz",anZO,neN\{O,l},zeU} si prin

n=2
T"=TNS", T poarti numele de clasa functiilor stelate cu coeficienti negativi,
T (a)=T NS (a), T (a) poartd numele de clasa functiilor stelate de ordin o cu coeficienti
negativii, T°=TNK, T° poarta numele de clasa functiilor convexe cu coeficienti negativi si
T(a)=TNnK(ax), cu 0<a<l1 poarta numele de clasa functiilor convexe de ordin o cu
coeficienti negativi.
/@)

Definitia 11.9.2: Notim cu: T, = {f el:
f(2)

<1,Z€U}.

Teorema 11.9.2 [134]: Fie functia f definitd de relatia (11.9.1). Atunci f €T () dacd si numai

daca: Z 711 —a a,<1 si feT(a) daca si numai daca: @an <l1.
PRI Sl 24 n=2 -



IT1. SUBORDONARI SI SUPERORDONARI
DIFERENTIALE

In acest capitol sunt prezentate definitii, leme si teoreme fundamentale referitoare la
subordonari si superordonari diferentiale, subordondri si superordondri diferentiale de tip Briot-
Bouque, precum si aplicatii ale acestora folosind diferite functii si operatori liniari.

I11.1. Subordonari diferentiale

Metoda subordondrilor diferentiale, cunoscutd si sub numele de metoda functiilor
admisibile, este una dintre cele mai noi metode folosite in teoria geometrica a functiilor analitice si
a fost introdusa de S. S. Miller si P. T. Mocanu in lucrarile [76,77] si apoi dezvoltatd in multe alte
lucrari.

Definitia I11.1.1: Fie w :C’ xU — C si fie functia h univalentd in discul unitate U. Dacd functia

perH [a, n] verifica subordonarea diferentiala:

v(p(2).2p(2).2° p"(2);z) < h(z), zeU, (111.1.4)
atunci functia p se numeste (a, n) solutie a subordonadrii diferentiale (111.1.4).
Definitia I11.1.2: Subordonarea din relatia (111.1.4) se numeste subordonare diferentiald de
ordinul doi, iar functia q univalenta in U, se numeste (a, n) dominanta a solutiilor subordonarii
diferentiale din relatia (111.1.4).
Definitia I11.1.3: O dominanta q astfel incdt q (z) < q(z) oricare ar fi dominanta q pentru relatia
(II1.1.4) se numeste cea mai bund (a, n) dominanta.
Definitia I11.1.4: Fie w :C’ xU — C gi fie functia h univalentd in discul unitate U. Dacd p este o

functie analitica in discul unitate U si  verifica subordonarea diferentiala din relatia (111. 1.4),
atunci functia p se numegste solutie a subordondrii diferentiale.

Definitia II1.1.5: Functia univalenta q se numeste o dominantd a subordonarii diferentiale din
relatia (111.1.4), daca p < q, pentru orice p care satisface relatia (111.1.4).

Lema IIL1.1 [76]: Fie z,=r,e®, cu O<r,<l si fie f(z) =a,z"+a, 2" +.. o functie
continug in U (0; rp) si analitica in U(0;r)uiz,} cu f(z);:ZO si n=1. Daca
|f(ZoX = max{ |f(zl :zeU(0;7, )}, atunci exista un numar real m, m > n, astfel incat:
a) —ZOf(ZO):m; b) Re—ZOJ'r (Z°)+12m.
f(z) S(z0)
Definitia 1I1.1.6: Se noteaza cu & multimea functiilor q care sunt olomorfe si injective pe
U\E(q), unde
E(q)= ié’ eoU: lirré;q(z)z oo},
si in plus q'(é’);t 0 pentru ¢ € oU \ E(q) Multimea E(q) se numeste multime de exceptie. Notam
cu Q(a) subclasa functiilor Q care indeplinesc conditia q(0)=a.
Definitia II1.1.6 [76, 77]: Fie multimea Q c C, fie functia g€ © si neN,n>1. Vom nota cu
Y, [Q,q] clasa functiilor v : C* xU — C care satisfac conditia W(r,s,t;z)é Q, atunci cand:
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r=q(&),s=m¢ ¢'(0), Re[£+l}2Re{M+l}, (IIL.1.5)
s q'$)

unde zeU, ¢ eoU \E(q) si m2n. Multimea P, [Q,q] se numeste clasa functiilor admisibile,
iar conditia l,y(r,s,t; Z) ¢ Q se numeste conditie de admisibilitate.

Teorema IIL.1.3 [82]: Fie ywe¥, [h,q], unde q(0) = a si y(a,0,0;0)=h(0). Daca functia
p(z)=a+p,z"+... peX [a,n], iar functia l//(p(z),zp'(z),z2 p"(2); z) e Z(U), atunci avem:
w(p(2).2p'(2).2°p"(2); 2) < h(z) = plz)=<4q(z) .

Teorema II1.1.4 [76,77]: Fie functiile univalente h,qe7,(U) cu ¢q(0) = a §i notam
h,(z2)=h(pz), q,(z2)=q(pz). Fie functia w:C'xU—>C cu w(a,0,0;0)=h(0) care verificd

una din urmatoarele conditii:
a)yeY, lQ,qu, pentru un anumit p € (O,l),
sau
b) existd un p, €(0,1) astfel incdt y € P, lhp,qu pentru orice p € (p,,l).
Daca functia p(z) =a+p,z'+..., peX [a,n], iar functia l//(p(z),zp'(z),zzp"(z); z) e 7 (U),
atunci avem:
w(p(2),2p'(2).2p"(2);2) < h(z) = plz)<qlz) .
Teorema II1.1.7 [53]: Fie functia p(z)=a+p,z"+.., peH [a,n].
a)Daca y eV, [Q,a], atunci avem.:
l//(p(Z),Zp'(Z),Zzp"(Z); z) e, zelU=> |p(z)| <1, zeU.
b) Daca y € ¥, [a], atunci avem:
l//(p(Z),Zp'(Z),Zzp"(Z); z)< l, zeU = |p(z)| <1, zeU.
Teorema II1.1.9 [95]: Fie functia p(z)=a+p,z"+.., peH [a,n].
a) Dacd y € ¥, {Q,a}, atunci avem:
y/(p(z),zp‘(z),zzp"(z); Z)E Q,zeU= Rep(z)>0, zeU.
b) Daca y €', {a}, atunci avem:
y/(p(z),zp'(z),zzp"(z); z) >0, zeU = Rep(z)>0, zeU.
Teorema IIL.1.11 [53]: Fie functia p(z) =a+p,z'+.., peX [a,n], unde |a| <1 gi fie functia
P:U—>C,cu |P(z)| <1, zeU. Atunci avem:
|p(z)+P(z)zp'(z)| <l, zeU > |p(z)| <1, zeU.
Teorema II1.1.12 [53]: Fie functia p(z) =a+p, z"+.., pe/ [a,n], unde |a| <M, M>0 i
fie functia P:U — C, cu |P(z)| <M, zeU. Atunci avem:
|p(2)+P(2)zp'(z)| <M, zeU = |p(z)|<M, zeU.
Definitia I1I1.1.7: Fie numarul c € C cu Re c >0, fie n € N* gi definim
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qzqwzlLW1+““ﬁmm}
Rec

n

y S - e . 2C, z : .
Daca functia univalenta R este definita prin relatia R(z) =—"=, atunci vom nota cu R., functia
§ 5 1— 22 s H

»Open Door” definita prin relatia:
R, (=R 22 |=2c, CXDATE2) e b= R (o).
’ 1+bz (1+bz)" —(z+b)
Lema II1.1.7 [85]: Fie numarul ce C cu Rec >0, fie ne N* §i R., functia ,,Open Door” si fie

functia P e 7 [c,n] care verifica subordonarea diferenfiala P(z)<R,,(z). Daca functia p e 7

1
{—,n} verifica ecuatia diferentiala z p'(z)+ P(z) p(z) =1, atunci Rep(z) >0, zeU.
c

Teorema II1.1.14 [83,84]: Fie functiile ¢,p € 7 [L,n], cu ¢(z)p(z)#0, zeU. Fie numerele
a,B,7,0eC astfel incit f+#0, a+d=pL+ysi Re(a+58)>0. Fie functia fe€A, si

presupunem cd

P(2)=a?l B 290G 5 k()
/() o2)
unde R, este functia ,,Open Door”. Daca F =1, (f) este definita prin relatia

1

By (7 o 51 # n+l
F@)z{ﬂ¢&yhj“0)t ¢Qﬁh} —z+d, "+,

#0, zeU, si Re{ﬁzlf‘('(;)+zj('(;)+y}>0, zeU.

F(z)

z

atunci F e A,,

II1.2. Subordonari diferentiale de tip Briot-Bouquet
Definitia I11.2.1: Printr-un operator diferential de tip Briot — Bouquet intelegem un operator de
forma:

CD(p(z),zp'(z)), unde ®©(r,s)=r+ il

Br+y
Definitia I11.2.2: Fie f si y doua numere complexe, fie functia h € H(U) si fie functia p € H(U),
p(2)=h(0)+ p,z+..., cu proprietatea p(0)=h(0). Printr-o subordonare diferentiala de tip
Briot — Bougquet intelegem o subordonare diferentiala de forma:

zp'(2)
Bp@)+y
Lema I11.2.1 [95]: Functia L(z,t)=a,(t)z+a,(t)z" +a,(t)z +..., cu a,(t)#0 pentru t>0 si

lim|a1(t)| =, este un lant de subordonare daca si numai daca exista constantele r e (0,1] si

p(z)+ < h(z).

t—

M >0 astfel incat:
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a) L(z,t) este analitica in discul |z|<r pentru orice t>0, este local absolut continua pe

[0,00) pentru orice |z| <r , siverifica |L(z,t) < M|a1 (t)| pentru |Z| <rsit>0.
b) Exista o functie p(z,t) analitica in U pentru orice t €[0,00) si masurabila pe [0,0) pentru

orice z €U, astfel incat Re p(z,t)>0, zeU, t=20 i GL;’I) =z aLéZ’t)
Z

p(z,t) pentru |Z|<r si

aproape peste tot pentru orice t €[0,0).
Teorema I1L1.2.1 [78,79]: Fie [ si y doua numere complexe, cu [ #0 si fie functia convexa h
care verifica:

Re[Bh(z)+y]>0, zeU.

Daca functia p € H [h(0),n], atunci avem:

»(2) +ﬁ;+'()z+)y <h(z) = p2)=<h(z).

Teorema II1.2.4 [85]: Fie [ si y doua numere complexe, cu [ #0 si fie functia univalenta
g€ Hu(U), cu q(0) = a, astfel incat fq(z)+y#0, zeU si Re[ﬂq(O) + 7] >0. Vom nota:

1A C) AN a(s) 4 129E)
O(z) Gaoer (2)=q(z)+n0(2) q()+ﬂq(z)+7

Presupunem ca:

zh'(z) Z nzQ'(z)
a) Re 02 —Re[ﬂq( )+7+—[3Q(Z) }>0, zelU

Si
b) h este convexa
sau

b’) log[f q + y]este convexa (sau Q este stelata).
Daca p € 7 [a,n] verifica subordonarea diferentiala de tip Briot — Bouquet
)+ L9 e, (111.2.10)
Pr2)+y
atunci p(z)<q(z) i functia q este cea mai buna (a,n) dominanta a subordonarii (111.2.10).
Functia extremala este p(z)=q(z"), iar functia q este solutia ecuatia diferentiala de tip Briot —
Bougquet.
Teorema I11.2.13 [78]: Fie functia univalenta q< H,U) si fie functiile 0,¢ € H(D), unde
D o g(U) este un domeniu, astfel incat g(w)#0, we q(U).
Sa notam Q(z)=zq'(2)#q(2)), h(z)=0(q(z))+O(z) si sd presupunem cd:
a) h este convexa sau Q este stelata in U,
b) Re 21 () = Re{g'(Q(z)) + ZQ'(Z)} >0, zeU.
0(2) #a(2)  0@)
Daca functia p e H(U), cu p(0) =¢q(0)si p(U)< D, atunci avem:
O(p(2))+2 ' (2)¢(p(2)) < 0(a(2)+ 2¢'(2)pla(2))=h(z) ~ (112.31)

implica p(z)<q(z), iar functia q este cea mai buna dominanta a subordonarii (111.2.31).
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IT1.3. Aplicatii ale subordonari diferentiale

In paragraf s-au determinat aplicatii ale subordonrilor diferentiale, folosind functia

1+
z)=
9(z) =1~
I1+Az .

Teorema I11.3.1 [61]: Fie g € H,(U), q(z)— ,cuAde(-1,000(0,1) si fie a €(0,1], astfel
inca tl—a+%>0 Daca pe H(U), cu p(0)=¢q(0)=1si

a p—

I1+Az 2Az

l-a)p)+azp'(z)<(1-a) atunci p(z) <q(z).

+a ,
1-A4z (1-Az)

Teorema I11.3.2 [61]: Fie A< (-1,0)U(0,1) si fieax €(0,1], astfel incat l—a+ﬂ>0 Daca
pe€ HU), cu p(0) =1si
1+Az 24z
l-a)p(2)+azp'(z)<(1-«a +a , atunci Rep(z)>0.
(-ap)+azp@)<-a)— ra =5 p(2)
1+Az

Teorema II1.3.3 [61]: Fie g€ H,U), q(z)_

, cu Ae(-1,0)00(0,1) si fie a,f>0,
z

y €(0,1], astfel incat:

2al+d B 1+4 (I11.3.9)
y1-4 y

1-4
Daca pe H(U), cu p(0) =¢q(0)=1si

1+Azj ppirAz 242 i p(2) < g(2).

a + + (2)<a

P @)+ Bp(2)+7zp'(2) (1 e a2 040

Teorema I11.3.4 [61]: Fie A< (-1,0)U(0,1) si fie o, B >0, y €(0,1], astfel incdt are loc relatia

(II1.3.9). Daca p e H(U), cu p(0) =1 si

144z) 144z 24z
+p +y T

1-A4z 1-4z " (1-A4z)

1+AZ, cu Ae(-1,000(0,1) si fie a>0
z

atunci Re p(z)>0.

ap’(2)+pp(2)+yzp'(z) < a(

Teorema II1.3.5 [61]: Fie ge H,(U), q(z)=

si p €(0,1], astfel incat:

- 42 2424
L g T LI} 111.3.16
oara P ( )
1=a)p 1+A(ﬂl J (I11.3.17)
(04

Daca pe H(U), cu p(0)=q(0)=1gi
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-1 1+4 d 1+ A4 24 1+ 4 p-1
(S| [ T (=

atunci p(z) <q(z).
Teorema I11.3.6 [61]: Fie Ae(-1,0)0(0,1), fie >0 si B (0,1], astfel incat sunt indeplinite
relatiile (111.3.16) si (111.3.17). Daca p € H(U), cu p(0) =1 si

p B-1
Vi , -1 1+ Az B 1+ Az 24z 1+ Az
(p(2)) [A-a)+ap(z)]+azp'(z)(p(2)) <[1—Az] [(1 a)+a1—Az}La(l—Az)2[l—Az] ,

atunci Re p(z)>0.
Teorema II1.3.7 [57]: Daca functia f € A , atunci au loc urmatoarele implicatii exacte:
" (a) ' (b)
zf(z)_'_1<1+z:>zf(z)< 1 :>f(z)_< 1 ‘
f'(2) -z f(z) 1-z z -z

Teorema II1.3.8 [57]: Daca functia fe A si 0<A<L1, atunci au loc urmatoarele implicatii

exacte:
" (a) ' (b)
Zf(Z)+1_<1+AZ:>Zf(Z)_< 1 :>f(z)_< 1 '
f'(2) 1-A4z f(z) 1-A4z z 1-Az
Teorema I11.3.9 [57]: Daca functia f € A4 , atunci au loc urmatoarele implicatii exacte:
" (a) (b)
zf (Z)+1<1+Z:>f'(z)< 1 > :>f(Z)< ! .
f'(2) -z (1-2) z -z
Teorema I11.3.10 [57]: Daca functia f e A si 0<AL1 , atunci au loc urmatoarele implicatii
exacte:
" (a) (b)
2 (Z)+1<1+Azz>f'(z)< ! 5 :>f(Z)< 1 .
f'(2) 1-A4z (1-42) z 1-Az

I11.4. Aplicatii ale subordonarilor diferentiale de tip Briot - Bouquet

In paragraf s-au determinat aplicatii ale subordondrilor diferentiale de tip Briot-

) ) 1+ 4 .. ) .
Bouquet, folosind functia ¢g(z) = ﬁ . Rezultatele sunt originale si sunt continute in [64].
z

1+ A4z

Teorema I11.4.1 [64]: Fie g€ H,(U), q(z) =ﬁ’ unde A€ (—-1,0)0(0,1). Daca p e H(U),
z

cu p(0) =q(0)=1si
p(z)+

zp'(z) 1+Az 24z
< + R
p(z) 1-Az 1-A4A"z

Teorema I11.4.2 [64]: Fie g€ H,(U), q(z)= i+ Az , unde A€ (—1,0)U(0,1). Daca pe H(U),
z

cu p(0) = ¢(0) =1 i
p(z)+Zp(Z)—<1+AZ+ 2A222,
p(z) 1-Az 1-A4":z

atunci p(z) <q(z).

atunci Re p(z)>0.
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Teorema I11.4.3 [64]: Fie Ae(-1,0)0(0,1) si fie functia h convexa in U, cu h(0)=1. Sa
presupunem cd ecuatie diferentiald:

h(z)=q()+223) ey (111.4.9)
q(z)

are solutia univalenta q(z) = 1+ Z ce satisface q(0)=1 si h(z)<q(z).
—AZ

Daca f e Asi 2/ este univalentd, 2F(2)
(2) z)

z f'(2)
(@

eH[L1]NQ si

< h(z), zeU, atunci ZF(Z)<q(z), zeU,
F(z2)

unde

F(z)= j;@dz . (111.4.12)
Teorema I11.4.4 [64]: Fie A< (-1,0)U(0,1) si fie functia h definita de relatia (111.4.9). Daca
feAdsi foTl(j) este univalentd, %’(?e 7 [L1]N O si

z F(z
Zf(z)<h(z), zeU, atunci ReZF(Z) >0,zeU,
f(2) F(z)
unde functia F este definita de relatia (111.4.12).
Teorema I11.4.5 [64]: Fie g € H,(U), q(z) = TL Az ,cuAde(-1,0)u(0,1), astfel incat:
—AZ
A AA=nD (I11.4.19)
1-4 1+y+A-Ay
! >0, (111.4.20)
(1-A)Q+y+A-Ay)
(I+y) =24y(1+ )+ 248 7(y -1) - A*(y =1)> > 0. (111.4.21)
Daca p e H(U), cu p(0) =¢q(0)=1si
p(z)+ 2p'(2) -<1+AZ+ 24z , atunci p(z)<q(z).
p(2)y+y 1-Az (-Az)(+y+Az—Ayz)
Teorema I11.4.6 [64]: Fie ge H,(U), q(z)= iJ”jZ , cuAe(-1,0)0(0,1) si sunt indeplinite
—AZ
relatiile (111.4.19), (111.4.20) si (111.4.21). Daca p € ‘H(U), cu p(0) = q(0)=1 si
p(2)+ 2p'(2) <1+AZ+ 24z , atunci Re p(z)>0.

p(2)+1 1-Az (-Az)(l+y+Az—-Ay=z)
Teorema I11.4.7 [64]: Fie Ae€(-1,0)0(0,1) §i fie functia h convexa in U, cu h(0)=1. Sa

presupunem ca ecuatie diferentiala:

W) =q()+2LE) oy (111.4.29)
q(z)+y
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- 1+
are solutia univalenta q(z) =

Az care satisface conditiile q(0)=1 si h(z)< q(z). Daca [ e.A4
z

i %,S) este univalenta, %,S) e A [L1]N O si
%< h(z), zeU, atunci LS)-<q(z), zeU,
unde
F(z)=12 1j e dr. (111.4.32)

Teorema II1.4.8 [64]: Fie A< (—1,0)U(0,1) si fe functia h definita de relatia (111.4.29). Daca
F'(2)

z

feAsi J{(() este univalenta, z e 7 [L1]N QO si

M<h(z),zeU,az‘unci ReL(Z)>O,zeU,
f(2) F(2)
unde unde functia F este definita de relatia (111.4.32).

I1L.5. Superordonari diferentiale

Metoda superordondrilor diferentiale a fost introdusa de S. S. Miller si P. T. Mocanu in
articolul ,,Subordinants of Differential Superordinations” [86]. Utilizarea acestei metode a permis
obtinerea unor rezultate noi in teoria geometrica a functiilor analitice.

Definitia II1.5.1: Fie f §si F doua functii olomorfe in U. Spunem ca functia f este subordonata
lui F, sau ca F este superordonata lui f, daca exista o functie w, analitica in U, cu w(0)=0 gi
<1, astfel incat f(z)= F(W(Z)). In acest caz scriem f < F sau f(z)=< F(z). Dacd functia
F este univalenta, atunci f < F daca si numai daca f(0)=F(0) si f(U)c F(U).

Definitia I11.5.2: Fie ¢:C’xU — C i fie functia h univalentd in discul unitate U. Dacad functia

peEH [a, n] verifica subordonarea diferentiala:

h(z) < ¢(p(2).zp(2).2° p"(2);z), zeU, (11L.5.4)
atunci functia p se numeste (a, n) solutie a superordonarii diferentiale (111.5.4).
Definitia I11.5.3: Superordonarea din relatia (111.5.4) se numeste superordonare diferentiali de
ordinul doi, iar functia q univalenta in U, se numeste (a, n) subordonantd a solutiilor
superordonarii diferentiale a relatiei (111.5.4).
Definitia I11.5.4: Fie ¢:C’xU — C i fie functia h univalentd in discul unitate U. Dacd p este o
functie analitica in discul unitate U §i  verifica superordonarea diferentiala din relatia (111.5.4),
atunci functia p se numegste solutie a superordondrii diferentiale.
Definitia II1.5.5: Functia univalenta q se numeste o subordonanti a superordonarii
diferentiale din relatia (111.5.4), daca q < p, pentru orice p care satisface relatia (111.5.4).

Definitia I11.5.6: O subordonanta q astfel incdt q(z) < Q(z) oricare ar fi subordonata q pentru

relatia (111.5.4) se numeste cea mai bund subordonantd.
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Definitia I11.5.7 [77, 81]: Fie multimea Q c C, fie functia q € 7/ [a,n] si neN,n>1. Vom nota
cu O, [Q,q] clasa functiilor ¢ :C>xU — C care satisfac conditia (p(r,s,t;g’) € Q, atunci cand:

reg(z).s =293 peli1< el 293 |
m S m q'(2)

unde zeU, {€dU si m>n. Multimea ®,[Q,q] se numeste clasa functiilor admisibile, iar

conditia go(r,s,t; z) € Q) se numeste conditie de admisibilitate.
Teorema IIL5.1 [85]: Fie Qc C,q e 7 [a,n] si fie p e ®,[Q,q], unde q(0) = a. Daca functia

pe d(a) §ig0(p(z),zp'(z),zz p"(2); Z) este o functie univalentd in discul unitate U, atunci

Qc {(p(p(z),zp'(z),z2 p"(2); z), zelU } = q(z) < p(z).
Teorema IIL.5.2 [56]: Fie QcC, fie g 7/ [a,n], cu q(0) =a sifie pc®, [Q,qp], pentru un
anumit p 21, unde q,(z) =q(pz). Daca functia p e & (a) si (o(p(z),zp'(z),z2 p"(2); Z) este o
functie univalenta in discul unitate U, atunci

Qc { ¢(p(z),zp'(z),zzp"(z); z);z € U} = q(z) < p(z) )
Teorema IIL.5.3 [86]: Fie g € 7/ [a,n] si fie h analitica in U si fie pe®, [h,q]. Daca functia
pe d(a)si functia qo(p(z),zp'(z),z2 p"(2); z) este univalenta in discul unitate U, atunci

h(z) < ¢(p(z),zp'(z),22p“(z); z) = q(z) < p(z) )
Teorema IIL.5.4 [56]: Fie QcC, fie functiile h,qe 7 [a,n], cu ¢q(0) = a si notam
h,(z2)=h(pz), q,(z2)=q(pz). Fie functia ¢: CxU —>C, cu ¢(a,0,0;0)=h(0) care verifica
una din urmatoarele conditii:
a) ped, [Q, qp], pentru un anumit p >1,
sau
b) exista un p, =1 astfel incit p € @, [hp,qp] pentru orice p € (l,po) .
Daca functia p € 9(a) si functia (o( p(2),z p'(2),2° p"(2); z) este univalenta in discul unitate U,
atunci
h(z) < (p(p(z),zp'(z), Zzp"(z); Z) = q(z) < p(z) )
Teorema II1.5.5 [86]: Fie h o functie analiticd in U gi fie ¢:C’xU — C. Presupunem cd
ecuatia diferentiala:
0(q(2).2q'(2).2°q"(2): z) = h(z)
are o solutie qe @ (a). Daca (/)eCD[h,q],pe 2 (a) si go(p(z),zp'(z),zzp"(z);z) este
univalenta in U, atunci
h(z)< go(p(z),zp'(z),zzp"(z); Z) = q(z) < p(z) )
i functia q este cea mai buna subordonanta .
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Teorema I11.5.6 [56]: Fie functia univalenta he 7, U) sifie ¢:CxU — C. Presupunem cd
ecuatia diferentiala:
0(q(2), 2q'(2),2°q"(2);z) = h(z)
are o solutie q, cu q(0) = a, si ca una din din urmdtoarele conditii este verificata:
a) ge Q si pe®[h,q],
b) g este univalenta in U si ¢ € CD[h,qp} , pentru un anumit p >1,

) q este univalenta in U i exista un p, =1, astfel incat (oed)[hp,qp] pentru

orice p € (1, po) .
Daca functia p € 9(a) si functia (o(p(z),zp'(z),z2 p"(2); z) este univalenta in discul unitate U,
atunci
h(z)< go(p(z),zp'(z),zzp"(z); Z) = q(z) < p(z) .
i functia q este cea mai bund subordonanta.
Teorema I11.5.7 [56]: Fie functia univalenta he 7, U) sifie ¢:CxU — C. Presupunem cd
ecuatia diferentiala:
(o(q(z), nzq'(z),n (n — 1) zq\(z)+n’z’q"(2); Z) =h (z)
are o solutie q, cu q(0) = a, si ca una din urmatoarele conditii este verificata:
a) ge @ s5i pe®, [hy],
b) g este univalenta in U si p € ®, [h,qp], pentru un anumit p >1,
¢) q este univalenta in U §i exista un p, =1, astfel incdt ¢ e ®, [hp,qp] pentru

orice pe(1,p,).
Daca functia p € 9(a) si functia (/)(p(z),zp'(z),z2 p"(2); Z) este univalenta in discul unitate U,
atunci
h(2)<p(p(2).2p'(2).2°p"(2):z) = q(2) < p(2)

si functia q este cea mai buna subordonanta.
Teorema II1.5.15 [13,15]: Fie q o functie convexa (univalenta) pe discul unitate U, fie functiile 9

si @ analitice in domeniul D continut in q(U) si fie pe # (C). Presupunem ca are loc
inegalitatea:
9'(q(2))+¢'(9(2)) u(tz4'(2))

9(q(2)) ' (tz4'(2))
Dacape H [q(0),1]n QD cu p0) = q0), pU)cDsi 9(p(z))+u(zp'(2)p(p(2)) este
univalenta in U, §i

8(q(2))+u(t24'(2))p(a(2)) < 3(p(2))+ u(z p'(2)) @(p(2))

atunci q(z) < p(z). Functia q este cea mai buna subordonanta.
Corolarul IIL5.6 [13]: Fie g o functie convexa (univalenta) pe discul unitate U, fie functia @

Re

>0, zeU, t=0.

analitica in domeniul D continut in q(U) si fie ¢ € Z (C). Presupunem ca au loc relatiile:
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a) £(z)=zq '(z)gp(q(z)) este stelata in U,
19!
O A ULC) Ry
9(q(2))
Dacipe H [gO11NQ, cu p0) = qO), pU)cD si (p()+zp(@)p(p(2) este
univalenta in U, §i
(q9(2))+28'(2)p(24'(2)) < 8(p(2))+z p(2) p( p(2))
atunci q(z) < p(z). Functuia q cea mai buna subordonanta.
Teorema IIL.5.16: Fie g€ H,(U) si fie functiile $ si @ analitice in domeniul D continut in
gU), cu p(W#0, unde weqU). Fie E(2)=zq'(2)p(¢(2), 1(2)=3(q(2))+E(E) si
presupunem ca au loc relatiile:
a) & este stelata,

b) Re 1) :RG{Q'(q(Z))+z§'(z)}>O’ zeU.
$(2) 9(q(z))  &(2)

Daci  pe H [q(0),1]1nQ, cu pO0) = ¢0), pU)cDsi I(p(z))+zp'(2)e(p(z)) este
univalenta in U si

9(q9(2))+2q'(2)p(q(2)) < 9(p(2))+z p(2)p(p(2)).
atunci q(z) < p(z). Functuia q cea mai buna subordonanta.

II1.6. Superordonari diferentiale de tip Briot-Bouquet

Definitia I11.6.1: Fie [ si y doua numere complexe, fie functia h € H(U) si fie functia p e H(U),
p(2)=h(0)+ p, z+..., cu proprietatea p(0)=h(0). Printr-o superordonare diferentiala de tip
Briot — Bougquet intelegem o subordonare diferentiala de forma:
zp'(2)
h(z) < p(z)+ o)ty
Teorema I11.6.1 [87]: Fie h o functie convexa in U, cu h(0)=a, i fie functiile ® si ® analitice
in domeniul D. Fie pe A lallNnQ si presupunem ca @(p(z)) + zp'(z)CD(p(z)) este
univalenta in U. Daca ecuatia diferentiala:
0(4(2))+2q'(2)®(q(2)) = h(z2)
are solutia univalentda q, q(0)=a, q{U)c D i
0(q(2)) < h(z2),
atunci
h(z)<0O(p(2))+zp'(2)@(p(2)) = q(2)=< p(2).
Functia q este cea mai buna subordonanta.
Teorema I11.6.3 [87]: Fie functiile ® si ® analitice in domeniul D si fie q o functie univalentd in

U cuq0)=a, qU)c D . Fie Q(z)= zq'(z)(l)(q(z)), h(z)=Q(z)+ @(q(z)) si presupunem cad
a) O(z) este stelata,
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b) ReM>O.

D (g(2))
Dacape 7 [alln @, p(U)c D si presupunem ca G)(p(z)) + zp’(z)@(p(z)) este univalenta
in U, atunci
h(z) < O(p(2))+zp'(2)@(p(2)) = q(2)=< p(2).
Functia q este cea mai buna subordonanta.

I11.7. Aplicatii ale superordonarilor diferentiale de tip Briot-Bouquet obtinute
cu ajutorul operatorilor integrali

In paragraf s-au determinat aplicatii ale superordonarilor diferentiale de tip Briot-
Bouquet cu ajutorul operatorilor integrali. Rezultatele sunt originale si sunt continute in [54], [55],
[58].
Teorema IIL.7.1 [54]: Fie Ae(-1,0)U(0,1). Functia
I1+4z Az

h(z)= + ,
&= T4z

zelU.

este convexd.
Teorema II1.7.2 [55]: Fie Ae(—1,0)0(0,1) §i functia h convexa in U, cu h(0)=1. Presupunem
cd avem ecuatia diferentiala:

W) =q(+2LE) ey

q(z)+1°
cu solutia univalenta q(z) = Itz ce satisface q(0)=1 si q(z)<h(z). Daca f €A si zf'(2)
1-A4z £(2)
este univalenta, L(Z) e Z [L1]n O si
F(z)
h(z)< zf(z)’ zeU,atunci q(z)< 2F(2) ,zeU,
f(2) F(2)

unde

F)=2[ fdr. (I11.7.10)

z 90

Corolarul TIL7.1 [55]: Fie A € (—1,0)U(0,1). Daci f, f, e A, 21 i 22 o vmivatente,
£1(2) £2(2)

zF(2) zF/(2)

eHla,1]N D si

F(2) " Fy(z2)
zfl'(z)<1+Az+ Az <zfz'(z) s eU. atunci zFl'(z)<l+Az<ze'(z) seU
filz) 1-Az 1-4z  f,(2) ’ F(z) 1-4z FE/(z) ’ ’
unde
F(2) =§.[:ﬁ(t)dt, i=1,2. (IIL.7.11)

Teorema II1.7.3 [58]: Fie ae€ A4,, unde 4, =(—,-4.5115...) U (0.7571...,40) . Functia
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hz)=z+a+ ,zeU

z+a+1
este convexd.

Teorema I11.7.4 [58]: Fie ac A, si fie h o functie convexa in U, cu h(0)=a. Presupunem ca
ecuatia diferentiala:

W) =q()+24LE ey

q(z)+1’
o ; B : o . - 2/'(@)
are solutia univalenta q(z)=z+a ce satisface q(0)=a si q(z)<h(z). Daca f €A si ©
z
este univalenta, Fz) e A lalln O si
z

h(z) < Z;((j), zeU, atunci q(z) < Z?(’S) ,zeU,

unde functia F este definita de relatia (111.5.10).
Corolarul IIL.7.2 [58]: Fie a€ A,. Daca f,,f,e A, 2/i(2) i 2/,(2) sunt univalente,

S1(2) £(2)
zF(z) z5(2) .
R Fe o elne
L'(Z)<z-|-a-|- z <Zf2’(z),ZeU,atunciL'(z)<z+a<ir(z) zelU,

51(2) zta+l  f,(2) Fi(z) F(z)
unde F,, i=1,2, este definita de relatia (I111.5.11).

II1.8. Aplicatii ale subordonarilor si superordonarilor diferentiale,
teoreme “sandwich”

In paragraf s-au determinat aplicatii ale subordondrilor si superordonarilor
diferentiale.Rezultatele sunt originale si sunt continute in [63], [65], [66].

Teorema II1.8.1 [63]: Fie functia q convexa in U §i presupunem ca Req(z)>f. Fie feA

(k,n) , keN §i a>0. Presupunem ca functia q satisface relatia:

Re[ q;())+q(z) /3+1}>0 (IIL.8.1)
Daca
HLD) ke p L2] 4oL LO) O oy
z z z
atunci
(f(kZ)J <40,
4

Functia q este cea mai buna dominantd.
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Teorema I11.8.2 [63]: Fie functia g convexa in U si presupunem cd Req(z)> . Fie feA

(k,n) , keN, (f(f)ja e 7 [q(0),1]n @ a >0 si fie
zZ

%[fz(kz)) (k+ﬂ)(f()] J;lle)(f(f)j

z

o functie univalenta in U . Presupunem cd functia q satisface relatia:

Re[q(z)q'(z) —ﬂq'(z)] >0. (111.8.4)
Daca
EREPRBITEICY SO m(f@) L)
atunci

si q este cea mai buna subordonantd.
Teorem II1.8.3 [63]: Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U §i presupunem ca

Req(z)> fB. Fie feA (k,n) , keN , (M] e 7 [q(0), 11N O, a > 0si fie
y4

k

%[fz(kz)) (k+ﬂ)(f()] J;lle)(f(f)j

z

univalenta in U . Presupunem ca functia q, satisface relatia (111.8.4) si functia q, satisface relatia
(ITL.8.1). Daca

0O g2+ zqi() <2 (f(z)j ~(ak+ m(f(z)j LA L2

2 z
<%T(Z)—ﬂq2(z)+zq;(z),
atunci
ql(z){fz(f)ja <4,(2)

si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.
Teorema IIL.8 [65]: Fie feA(k,n) , keN, y>0 si a>0. Fie functia q convexa in U si

presupunem cd functia q satisface relatia:

Re[z‘{"(z) + &5 1} >0. (I11.8.7)
g 7
Daca
f(2) f() B f@Y 729'(2)
(Z ) = +(1 k)( j<CJ( )+—a
atunci
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@)Y
(£2] <q
z
si q este cea mai buna dominanta.
Teorema II1.8.5 [65]: Fie feA(k,n), keN, fie functia q convexa in U si fie

(f(f)ja e 2[q(0),1]1nQ, 7>0 si a >0 . Fie

7(f(kz )ja f!k(j) +(1- Vk)[LkZ)]a
z z

z

univalenta in U . Presupunem cd functia q satisface relatia

R{M} >0. (111.8.10)
a
Daca
q(z)+722(2)<y(fz(kz)j JZ(Z)Jr(1 yk)(f(z)j
atunci
Q(Z)—<(f(k2)j
zZ

si q este cea mai buna subordonantd.

Teorema I11.8.6 [65]: Fie f e A(k,n) , (f(z)j e Z [q0),11n0, keN y>0 si a>0 . Fie

7(f(k2)j ) flffh(l—yk)(@ja
z z

z

univalenta in U . Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U. Presupunem ca functia q,
satisface relatia (111.8.10) siq, satisface relatia (111.8.7). Daca

ql(Z)+7ZQ{(Z)<7(f(f)T_ frffh(l—yk)[@)a<q2(z)+—7qu2),
(04 z z (04

z

atunci

%@%{C?]<%@>

si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.
Teorema I11.8.7 [66]: Fie f e A(k,n), keN, y>0 si a>0. Fie functia q univalenta in U si

presupunem cd aceasta functie satisface relatia

R{Z‘{"(z) 29 | }0 (111.8.13)
gz q(2)
Daca
1+aym—ak7<l+&(z),
f(2) q(2)
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atunci

(f(f)ja <4
zZ

si q este cea mai buna dominanta.

Teorema I11.8.8 [66]: Fie f e A(k,n) , (f(z)] e Z[q(0),1]1nQ, keN y>0 si a>0 . Fie

k

z
zf'(2)
f(2)
univalenta in U . Fie q o functie convexa in U si presupunem cd aceastd functie satisface relatia
(IT1.7.13). Daca

l+ay —aky

1 226G, o 2O

—aky,
4(2) @

atunci

4(2) < [f(Z)ja

si q este cea mai buna subordonanta.

k
z

Teorema II1.8.9 [66]: Fie feA(k,n) , (f (Z)j e Z[q(0),11nQ, keN, y>0 si a>0 . Fie

1+a7%—ak7 univalenta in U . Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U gi
z
presupunem ca satisfac relatia (111.8.13). Daca
1+}/ZQI(Z)‘<1+a]/Zf(Z)—akﬂ/'<l+7/2q2(2),
4,(2) f(2) 7,(2)
atunci
z a
ql(z><[fz(k )j <g,(2),

si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.
Teorema II1.810 [66]: Fie feA(k,n) , keN si a>0. Fie functia q univalenta in U si

presupunem ca satisface relatiile:
Reg(z)>0 (111.8.18)

S1

R{Z‘{"(z) _z24'@) +1} >0. (I11.8.19)
g'(z) 42

Daca

(M)a +a y—zj{(g) —aky<q(z)+ 2912) q() ,

z q(2)

atunci

(f(z)ja<q(z),
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si q este cea mai buna dominanta.

Teorema II1.8.11 [66]: Fie f €A (k,n), (f( )j e [q0),11NnQ, keN si >0 . Fie

(@j +ay e —aky
z* f(2)

univalenta in U . Fie functia q convexa in U. Presupunem cda functia q satisface relatiile (111.8.19)
§1

Re[q(z)g'(z)] >0. (111.8.22)
Daca
o)+ 290 <(f(kZ)) vailD
q(2) z f(z)
atunci
()= (f (kZ)j
z

si q este cea mai buna subordonanta.

Teorema I11.8.12 [66]: Fie f €A (k,n) , (f(kZ)J e Z[q(0),11nQ, keN si >0 . Fie

z

(f(?j LG
z f(2)

univalenta in U . Fie functiile q, convexa §i q, univalenta in U. Presupunem ca functia g,
satisface relatiile (111.8.19) si (I111.8.22), iar functia g, satisface relatiile (111.8.18) si (II1.8.19).
Daca

a1+ 2L (LD sy 21O iy g+ 259,
¢,(z z 2) 9,
atunci

ql(z){f( )] <a.(2),

si q, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.
Teorema I11.8.13 [65]: Fie feA (k,n), keN,A1>0 si a>0. Fie functia q convexa in U.

Dacd
(f( )Ja]f(z)m - a/lk)(f( )ja-<(1—/1)q(z)+/12q'(z),
atunci ) )
(f(f))aw(Z),
z

si q este cea mai buna dominanta.

26



Teorema I11.8.14 [65]: Fie f € A (k,n), (f(kz)j e [q(0),1]NQ, keN,A1>0 si >0 . Fie

(f(Z)j O Mk)(f(Z)j

z

o functie univalenta in U. Fie functia q convexa in U. Presupunem cd q satisface relatia:

Re %)q’(z)}o- (111.8.27)
Daca B
(1-A)g(2)+ A24'() < e 2 f(z)]alf()m . aw(f(z)j
atunci : z
9()< [f (f)ja
-

si q este cea mai buna subordonantd.
Teorema II1.8.15 [65]: Fie f € A (k,n), 7 [q(0),1]"nQ, keN,A>0 si >0 . Fie

M(f(z)j“ O Mk)(f(z)j
Z

univalenta in U . Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U §i presupunem ca functia q,
satisface relatia (111.8.27). Daca

(l—ﬂ)ql(z)+/12ql'(z)<a/i(f(kz)j f(z)+(1 - a/lk)(f(z)j < (1-A)q,(2)+ Azg}(2),
z

zF
atunci

f(2)

q,(2) < ( j <4,(2)

si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.

I11.9. Subordonari si superordonari diferentiale pentru functii analitice
definite cu ajutorul operatorului liniar Ruscheweyh

In [59] si [67] autorul obtine noi subordonari si superordoniri diferentiale folosind
operatorul liniar Ruscheweyh. Aceste rezultate sunt originale.

Definim operatorul Ruscheweyh R" : A4, > A,, neN, me NU{0},
R'f(2)=f(2)
R'f(z)=zf'(2)
(m+DR" f(2)= Z[R"’f(z)], +mR"f(z), zeU.

Dacd f e A, atunci avem: R" f(z)=z+ Z cr z’

m+ j—1 J
Jj=n+l1
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Teorema II1.9.1 [59]: Fie feA,, meNU{0} si a>0. Fie g o functie univalenta in U si

presupunem ca satisface conditiile:
Reg(z)>0 (I11.9.1)

i

R{Z‘{"(z) _24@), 1} >0. (I11.9.2)
gz 4@

Daca
zq'(z)
q(z)

(R’”f(z)j +a (m+DR™f(2) -a (m + 1) <q(z)+

z R"/(2)

atunci

(R’”f(z)

z

j <q(2)
si q este cea mai buna dominanta.

Teorema I11.9.2 [59]: Fie f €A, [mj e A [q(0),1]1nQ, meNU{0} si a>0 . Fie
z

a(m+1) univalenta in U. Fie functia q convexa in U gi

(Rmf(z)ja L mHDR™f(@)

z R"/(z)
presupunem ca satisface relatiile (111.9.2) si
Re[q(z)g'(z)] >0 (111.9.5)
Daca

q(z)+ 24'(2) < (Rmf(z)}a +a (m+DR™f(2) —a(m+1)

q(2) z R"f(2)

atunci
4(2)< (—Rmf (Z)j
z

si q este cea mai buna subordonanta.

Teorema I11.9.3 [59]: Fie feA,, [mj e Z [q(0),1]1NnQ, meNU{0} si a>0. Fie
z

(m+1) univalenta in U. Fie functiile q, convexa si q,

m o m+1
R/, DR
z R" f(2)
univalenta in U. Presupunem ca functia q, satisface relatiile (111.9.2) si (111.9.5), iar functia q,
satisface relatiile (111.9.1) si (I11.9.2). Daca
i m a m+1
ql(mqu(z){fe f(z)j DR @)
4,(2) z R" f(2)

2q,(z)
q,(2) ,

(m+1)-< q,(z)+

atunci
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0\(2) < (mj <a(2),

si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.

Teorema I11.9.4 [59]: Fie feA,, meNU{0} si a>0. Fie g o functie univalenta in U si
presupunem ca satisface conditiile (111.9.1) si (111.9.2). Daca

RJ@[ 2 ) L )| BS@ | g 1= B L@) | 424
z R" f(2) R"f(z) R"f(2) ( )

atunci

R f( =z Y
. [R’"f(z)j <q(2),

si q este cea mai buna dominanta.

Teorema I1L9.5 [59]: Fie f € A, RS (Z)[ z j e # [q(0),1]nQ, me NUI0} si a>0 .
z R"f(2)
Fie Rmﬂf(z){ z ] +(m+ ){ m:?f(z) }+a(m+l){l—w} univalenta in U. Fie
z R"f(z) R™ f(2) R"f(z)

functia q convexa in U si presupunem ca satisface relatiile (111.9.2) si (I11.9.5). Daca

q(z)+ 24(2) < Rmﬂf(z)( z j +(m+2){ijf(Z) }+a(m+1){1——Rm+1f(Z)}
q(2) z R" f(2) R™ f(2) R" f(2)

atunci

R fof z Y
q(z) < . (Rmf(z)]

si q este cea mai buna subordonanta.

Teorema II1.9.6 [59]: Fie feA, R"”f(z)[ z j e [q(0),11NQ, meNU{0} si

- (R"70)
a>0. Fie 21 (Z)( z j +(m+2){%—1}+a(m+l){l—w} univalentd in
z R" f(z) R"™ f(2) R" f(2)

U. Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U. Presupunem ca functia q, satisface relatiile
(I11.9.2) 51 (II1.9.5), 1ar functia q, satisface relatiile (111.9.1) si (I11.9.2). Daca

4,2+ 20 Rmﬂﬂz}[ ; ] +(m+2>[—Rm+jf ) —IL
,(2) z R"f(2) R"™ f(z2)
+0¢(m+1){1_w}< (2)+ ZQE(Z)’
R"f(2) 4,(2)

atunci

R™ f(2) z ¢
q,(2) < B {Rmf(Z)] < q,(2)
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si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.

Teorema I11.9.7 [59]: Fie feA,, meNU{0} si a>0. Fie g o functie univalenta in U si
presupunem ca satisface conditiile (111.9.1) si (111.9.2). Daca

R (G R 2¢(2)
Ny N Ty T N AR
atunci
R™f(2)
R fig) e <q(z)

si q este cea mai buna dominanta.

m+1
Teorema I11.9.8 [59]: Fie f €A, , ];Tf((z))e H[q0),1]nQ, meNuU{0} si a>0 . Fie
z
m+2 m+1
Rerlf(Z) -m R — S ) —1 univalenta in U . Fie functia q convexa in U si presupunem ca
R™f(z)  R"f(2)
satisface relatiile (111.9.2) si (I111.9.5). Daca

(m+2)

1+ 29D iy RS @ | R G)
q(z) R™f(2) R"f(z)
atunci
R™f(2)
T

si q este cea mai buna subordonantd.

m+1
Teorema I11.9.9 [59]: Fie feA, , I; j{((z)) e [q0),1]1nQ, meNU{0} si a>0 . Fie
m+2 m+1
Rm+lf(z) —-m R — /() —1 univalenta in U . Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U.
R™f(z)  R"f(2)

Presupunem ca functia gq, satisface relatiile (111.9.2) s1 (I1IL.9.5), iar functia q, satisface relatiile
(I11.9.1) si (I11.9.2). Daca

(m+2)

242 R RS 24)(2)
L A Ty S Ty B A=
atunci
R™ £ (2)
q,(z) < R f(2) < q,(2)

si q, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.
Teorema I11.9.10 [67]: Fie feA(k,n), k,neN, meNU{0} si a>0 . Fie functia ¢

univalenta in U si presunem ca satisface conditiile:

Reg(z)>0 (I11.9.13)
Si
Re{zq,”(z) _zd@) 1} >0. (I11.9.14)
gz g

Daca
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zq'(z)
q(z)

a(m+k)<q(z)+
z

(R’"f(Z)ja L MEDR™f(2)
¢ R"f(2)

atunci
R"f(2))
(—zk ] <q(2)

si q este cea mai buna dominanta.

k
z

Teorema I11.9.11 [67]: Fie f e A(k,n), k,neN, [R’"f(z)} e [q(0),1]1nQ, meNU{0} si

a>0 . Fie

Rm a 1 Rm+l
];(Z) +0((m+) f(z)—a(m+k)
z R" f(2)

univalenta in U . Fie functia q convexa in U. Presupunem ca functia q satisface relatiile
(I11.9.14) si

Re[q(2)q'(z)]>0. (I11.9.17)
Daca
g+ 24O _(RI@Y 0t DR@) g
4(2) 2 R"f(2) ’
atunci

R"f(2)Y
q(z) < (—zk j

si q este cea mai buna subordonanta.

k
z

Teorema I11.9.12 [67]: Fie f e A(k,n), k,neN, (R’"f(z)j e 7 [q(0),11nQ, meNU{0} si

a>0 . Fie

Rm a 1Rm+l
@) | DR@
Z Rﬂlf(Z)

univalenta in U . Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U. Presupunem ca q, satisface
relatiile (111.9.14) si (111.9.17), iar q, satisface relatiile (111.9.13) si (111.9.14). Daca

q,(2)+ qu‘((zz)) < (R ﬁ(z)j ta (m +1:311;(Z)f (2)_ a(m+k)<q,(z)+ —quéj) ,
atunci
q,(z) < (%] <q,(2)

si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.
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Teorema I11.9.13 [67]: Fie f e A(k,n), k,neN, me NU{0} si a>0. Fie functia q univalenta
in U §i presunem ca satisface conditiile (111.9.13) si (111.9.14). Daca

Rm+l{(z)( zF } +(m+2)w_(m+k+l)+a(m+k)
z R" f(2) RS ()
a(m+1) ) <q(z)+ i)
atunci
Rm+1f(z) Zk @
= (Rmf(z)J e

si q este cea mai buna dominanta.

Teorema I11.9.14 [67]: Fie feA(k,n), k,neN, RT { (Z)(Rmzf ( )) € 77 [q(0),1]1n Q,
4

z
meNuU{0} si >0 . Fie

m+1 o m+2 m+l
X f(z)( = j s TG s ek -am+ ) S LE)
z R" f(2) R"™ f(2) R" f(2)
univalenta in U . Fie functia q convexa in U. Presupunem ca functia q satisface relatiile (111.9.14)
si (I11.9.17). Daca

z¢'(2) R f@)( =z Y R"™f(2)
q(z)+ ) < . {R’"f(z)) +(m+2) R 1) (m+k+1)
+a(m+k)—a(m+l)%,
z
atunci
R ff Y
1T (R"’f(Z)]

si q este cea mai buna subordonanta.

z

m+l k @
Teorema II1.9.15 [67]: Fie feA(k,n), k,neN, R {(Z)(Rmzf( )j € 77 [¢q(0),1]n Q,
z
meNuU{0} si >0 . Fie

Rmﬂf(z)( z j+(m+2)w—(m+k+1)+a(m+k)—a(m+1)w
z R" f(2) R" f(2) R" f(2)

univalenta in U . Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U. Presupunem ca q, satisface
relatiile (111.9.14) si (111.9.17), iar q, satisface relatiile (111.9.13) si (111.9.14). Daca
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4(5)+28E) RS (Z)( ° j cm RO ki

q,(2) z R" f(2) R™ f(2)
+a(m+k)—a(m+1) IZ;;{((Z)) g,(2)+ ‘i(;)
atunci
R" f(2) zF ¢
q,(z) < Zk {Rmf(Z)] < 4,(2)

si q, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.

I11.10. Subordonari si superordonari diferentiale obtinute
cu ajutorul clasei transformarilor multiple

Rezultatele acestui paragraf sunt originale si sunt continute in [60], [68].
Definitia I11.10.1: Fie functia f .4 (k,n), k,neN. Fie operatorul 1, (r,A): A(k,n) - A(k,n),
definit prin

I(r,A)f(z)=2"+ z(k 2

j=k+1

j az’, 120,

(k+ DL +1.2) f(2)=z[1,(r. A) f(D)] + AL, (r, D) f (2).
Teorema I11.10.4 [60]: Fie feA(k,n), k,neN §il>0. Fie q o functie univalenta in U si

presupunem cd satisface relatiile:

Reg(z)>0 (I1.10.4)
Si
Re[z‘{"(z) 24 , }o (111.10.5)
g 42
Daca
e O 2DFE 4y (LEHLDIE) oy, 240G (I1.10.6)
L(r+1,4)f(2) I(r,A)f(2) q(2)
atunci
L(r+1L,2)f(2)
AR

si q este cea mai buna dominanta.

Teorema II1.10.5 [60]: Fie functia f € A(k,n), k,neN, Lr+L A7) e 7 [q(0),1]1nQ i
I(r,2) f(z)

A20 . Fie

(k‘i‘/l) Ik(r+2’/l)f(z) —(k"i‘/l—l) ]k(l”+1,/1)f(Z)

I (r+1,4)f(2) L(r,A)f(2)
univalenta in U . Fie functia q convexa in U. Presupunem ca functia q satisface relatiile (111.10.5)
S1
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Re[q(z)g'(z)] >0 (I11.10.8)
Daca
420D L o B 2DIQ) o LEHLASE)
(2) I (r+1,A)f(z) I(r,2)f(2)

(111.10.9)

atunci

]k(r-i-l,ﬂ)f(z)
A= @)

si q este cea mai buna subordonantd.

Teorema II1.10.6 [60]: Fie f € A(k,n), k,neN, L r+LA)/(z) e 7 [q(0),1]1nQ si 1>0. Fie

I, (r,A)f(2)
L r+2,)/(2) —(k+A-1) Lo+, A)f(z) univalenta in U. Fie functiile q, convexa si q,
I (r+1,A)f(2) I, (r,A)f(2)
univalenta in U. Presupunem ca q, satisface relatiile (111.10.5) si (II1.10.8), iar ¢, satisface
relatiile (111.10.4) si (I11.10.5). Daca
ql(z)+zq1(z) -<(k+ﬂ)1k(r+2’ﬂ)f(z)—(k+/1—1)1k(r+1’/1)f(2) '<q2(Z)+ Zqz(z),
4(2) L (r+1,4)f(2) I (r,A)f(2) 7,(2)

(k+2)

atunci
IL(r+LA)f(z

k( )f( )_<q2(z)

I, (r,A) f(2)
si q, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.
Teorema I11.10.7 [60]: Fie fe A (k,n), k,neN si 1>0. Fie q o functie univalenta in U si
presupunem ca satisface relatiile (111.10.4) si (I11.10.5). Daca

(w,zgﬂz)j" s HRUFEDIC) o 24 E)
z 1,2/ () 4(2)

q,(2) <

)

atunci
1(r,A) f(2)Y
[—z" j <q(2),

si q este cea mai buna dominanta.

Teorema II1.10.8 [60]: Fie f e A(k,n), k,neN,(Mk)f(z)) e [q(0),1]NnQ si 1>0.
z

a(k + A) univalenta in U . Fie functia g convexa

Fie (Ik(r’ﬁ“k)f(z)ja +a(k+l) ]k(l"+1,/1)f(2) —_

z L(r,A)f(2)
in U. Presupunem cd functia q satisface relatiile (111.10.5) si (I11.10.8). Daca
2q'(2) (LA f ()Y L(r+LA)f(2)
q(z)+ o <( z" j +a(k+ A1) LA G) alk+4),
atunci
q(z)_< [Ik(rajk)f(z)j
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si q este cea mai buna subordonanta.

Teorema IIL10.9 [60]: Fie feA(kn), kneN, 2 FLASE)

1(r,A) f(2)

e [q(0),1]1NnQ si 12>0.

Fie (Mj +a(k+ /1)] LHLAFE) a(k+A) univalenta in U . Fie functiile q,

I, (r,A)f(2)
convexa si q, univalenta in U. Presupunem ca q, satisface relatiile (111.10.5) si (111.10.8), iar g,
satisface relatiile (111.10.4) si (I11.10.5). Daca

N0 (lkmz)f(z)j“ G RCHLASG) o ae)
@O o 2 B S Ty R
atunci
q&z){W] <0(2)

si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.

Teorema II1.10.10 [68]: Fie feA,, neN si A1>0. Fie q o functie univalenta in U si
presupunem ca satisface relatiile (111.10.4) si (I11.10.5). Daca
a2 IR LD | 2gG)
I(r+1,4)f(z) I(r,A)f(2) q(2)

atunci
I(r+1,2)f(2)
e 19

si q este cea mai buna dominanta.

Teorema I11.10.11 [68]: Fie functia feA,, neN, Me 7 [q(0),1]nQ si 120 .

I(r,2)f(2)
Fie

(/1+1)1(V+2,/1)f(2) 1+ LA f(2)
I(r+1,4)f(2) I(r,2)f(2)

univalenta in U . Fie functia q convexa in U. Presupunem ca functia q satisface relatiile (111.10.5)

si (I11.10.8). Daca

A 4@ )L CF2DIE)_ 10+L ()
q(2) I(r+1,4)f(2) I(r,A)f(2)
atunci
I(r+1,2)f(2)
G

si q este cea mai buna subordonantd.

Teorema II1.10.12 [68]: Fie f e A,, neN, 10+1L4)/G) e [q(0),11nQ si 1>0. Fie
I(r,A)f(2)

I(r+2,/1)f(z)_/11(1”+1,i)f(z)
I(r+LA)f(z) I(r,A)f(2)

(A+1)
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univalenta in U . Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U. Presupunem ca q, satisface
relatiile (111.10.5) si (I11.10.8), 1ar g, satisface relatiile (111.10.4) si (I111.10.5). Daca

ZQI(Z) =< (/1+1)I(7"+2,2,)f(2) _/1](]"+1,/1)f(2) '<q2(Z)+ ZqZ(Z),

4,(2) I(r+1,2)f(z) I(r,A)f(2) 7,(2)

q,(2) +

atunci
I(r+1,4)f(z
g0) < DTG L (o)
I(r,2)f(2)
si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.
Teorema I11.10.13 [68]: Fie feA,, neN si A1>0. Fie q o functie univalenta in U si
presupunem ca satisface relatiile (111.10.4) si (I11.10.5). Daca

(I(r,/l)f(Z))“ A DI o 2d@)
: 10,1 () a(2)

atunci

1, f (@)
(—Z j < q(z)

si q este cea mai buna dominantd.
Teorema I11.10.14 [68]: Fie f € A,, neN, (Mj e 7 [q(0),1]nQ si 1>0. Fie
z
(](r,/l)f(z)ja fa(Ae) I(r+1,2)f(2) a(Ae])
z I(r,A)f(2)

univalenta in U . Fie functia q convexa in U. Presupunem ca functia q satisface relatiile (111.10.5)
si (II1.10.8). Daca

D)+ Zq'(z){z(r,ﬂ,)f(z)j“+a(ﬂ+1)1(r+1,/1)f(z) —a(A+1),

q(2) z I(r,2) f(2)

atunci

o)< (m, /”t)f(Z)j“

si q este cea mai buna subordonantd.

Teorema II1.10.15 [68]: Fie f e A,, neN, (wj e 7 [q(0),1]nQ s5i 1>0. Fie
z

(I(r,i)f(z)j e DI o
z I(r,A)f(2)
univalenta in U . Fie functiile q, convexa si q, univalenta in U. Presupunem ca q, satisface
relatiile (111.10.5) si (I11.10.8), iar g, satisface relatiile (111.10.4) si (111.10.5). Daca
24,(2)

24 (1) f () 1+ 1L.0)f(G)
L R <( 2 j M TRy S L S e

atunci
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<4,(2)

(A @)Y
q](Z)-<( B j

si g, este cea mai buna subordonanta, iar q, este cea mai buna dominanta.

IV. SUBCLASE DE FUNCTII UNIVALENTE

In capitol sunt prezentate subclase de functii univalente definite cu ajutorul convolutiei,
subclase normate de functii stelate si convexe, subclase normate de functii univalente definite cu
ajutorul convolutiei, subclase normate de functii stelate si convexe de ordin « si subclase de
functii univalente cu coeficienti negativi. Rezultatele prezentate n acest capitol sunt originale si
sunt continute in [62], [69], [70], [71], [72].

IV.1. Subclase de functii univalente definite cu ajutorul convolutiei

Folosind definitia convolutiei s-au obtinut noi subclase de functii univalente.
Rezultatele acestui paragraf sunt originale si sunt continute in [62].

Definitia 1V.1.2:  Fie functiile f, g €.A4, definite astfel f(z)= Z+Zaj 2/, zeU i
j=2
g(2)=z+Y b2/, zeU, cu (g*[)(0)=0 sinotim:
j=2

S =1f€eS: Re—Z(g*f) 2)

¢ (g*f)(2)
2(g*f) (2)
(gxf) (2)

Teorema IV.1.1 [62]: Dacid f €S si functia g este convexd, atunci f € S g*.

>0,zeU, (g*f) (0)=0},

K, =1f€e€S: Re +1>0,zeU, (g*f) (0)=0¢.

Teorema IV.1.2 [62]: Daca f €S g* si functia h este convexd, atunci h* f e Sg*.
Teorema IV.1.3 [62]: Fie functia h convexa, cu proprietatea h(0)=h'(0)—1=0. Atunci

Sg*gSh*g*.
Definitia IV.1.3: Fie 0<a <1. Notim:
k ' '
S (@) ={feS: Re2EN@ (g%f) (0)=0},
(g*1)(2)
z(g*f) (2)

K, (a) =41/€S: Re +1>a,zeUs.

(g%f) (2)

Teorema 1V.1.4 [62]: Fie funcfia g convexa . Atunci K, Sg*
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Teorema IV.1.5 [62]: Fie funcfia g convexa . Functia f € K, daca si numai daca he Sg*, unde

Wz)=zf"(z), zeU sau feK, < z f'(z)eSg*.

Definitia IV.1.6: Fie funcfiile f(z)=z+ a,z’, g(z)=z+Y b,z/, zeU, cu (g*f)(0)=0
j=2

Jj=2

(g /)@ _,
(g*0)(2)

Teorema IV.1.6 [62]: Fie functia g convexa . Atunci S g* cC,

si peS, . Notam: C, =4feS: Re ,zeU¢}.

Teorema IV.1.7 [62]: Fie funcfia g convexa . Daca f €C, si funcfia h este convexd, atunci
hxfeC,.

Teorema IV.1.8 [62]: Fie functia g convexa . Fie f €C, si fie functia h convexa, cu proprietatea
h(0)=h'(0)—1=0. Atunci C, < C,

*g'

" . . B L z(gxf) (@
Definitia IV.1.7: Fie 0<a <l. Notam: C,(a) ={f€S: Re——~——>a,zeU,.
(g*0)(2)

IV.2. Subclase normate de functii stelate si convexe

In [42] S. Kanas si F. Ronning introduc clasele S™(¢)si K(¢) a functiilor stelate si
respectiv convexe folosind normarea (&)= f({)—1=0, unde ¢ €U este un punct fixat. In
acest paragraf prezentam relatii intre aceste clase de functii care sunt continute in [69].

Definitia IV.2.1: Fie punctul fixat £ € U . Notam cu P (&) clasa functiilor

p(2)=1+p,(z=8) +p,, (2= +...
olomorfa in U si satisface conditiile p({)=1 si Rep(z)>0. P () poarta numele de clasa

Sfunctiilor de tip Caratheodory normate in ¢ .
Definitia 1V.2.2: Fie punctul fixat { €U, fie functia

f(2) = (=) +a,, (=) +a, (=) 4.
si notam: A(S)={f e HU) : f(£)=1'()-1=0},
iar pentru n=1, Ai(&)=A($) ={f e HU) : f({)=1"()-1=0}.
Definitia IV.2.3: Notam cu: S($)={fe€ A(S{): feste univalentd in U}. S (§) poartd numele

de clasa functiilor univalente normate in ¢ .
Definitia IV.2.4: Notam cu:

S°(&) Z{feS(g”): Re%)j;’(z)>0,zeU, f’({)iO}.
S"(¢) poartd numele de clasa functiilor stelate normate in ¢ .

K(;)z{feS(g): Re%(f)"(zhbo,zeu, f’(g);to}.
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K (&) poarta numele de clasa functiilor convexe normatein ¢ .
Lema IV.2.1 [42]: Fie punctul fixat ¢ €U i fie functia v : C’ xU — C, care satisface conditia
Rey(pi,o, u+iv;z)<0,

atunci cand p,o,u,veR, GS—%(1+p2), o+ u1<0,unde zeU, n=1. Daca p e 7 [l,n] si

Rew(p(z),(z—()p'(z),(z—()2 p"(z);z) >0, zeU, atunci Rep(z)>0,z€U.
Teorema IV.2.2 [69]: Fie punctul fixat ¢ €U . Functia f € K(() dacd si numai dacd ge S (&),
unde g(z)=(z-¢) f'(2), zeU sau feK({) & (z-¢) f'(2)eS({).

Teorema 1V.2.3 [69]: Fie punctul fixat{ €U . Daca pe P (¢),

p(2)=1+p (z=¢)' +p,. (2= +...,
atunci avem:
R{ NEMCR)AC)
Bp(z)+7
Definitia IV.2.7: Fie punctul fixat { €U, fie functia
f@)=z-)+a(z=¢)Y +a,(z=&) +....
Definim operatorul integral L: 7 [0,n] — 7 [0,n] definit prin relatia L(f') = F, unde

}>0, zeU = Rep(z)>0, zeU.

F(z)=— (IV.2.5)

Teorema 1V.2.4 [69]: Daca L: A({) - A({)  este operatorul integral definit de relatia
(IV.2.5), atunci:
a) L[S"(O]c S (L), b) LIK(H)] <= K(S)-
Definitia IV.2.8 [69]: Fie punctul fixat ¢ €U, fie functia
f()= (G- ray(z-C) +a(z=¢)' +
Definim operatorul integral L, : 7/ [0,n] — 7/[0,n] prinrelatia L,(f) = F, unde
y+1

F(z)= g)fj fO@=¢ydt, (IV.2.7)

unde y e N’ .
Teorema IV.2.5 [69]: Fie punctul fixat {eU. Daca L,: A({)—>A(S) este operatorul
integral definit de relatia (IV.2.7) si Rey 20, atunci:
a) L[S"(]c S (D), b) L [K(£)]< K(Q).
Definitia IV.2.9: Fie punctul fixat { €U i fie functia
S == ray(z-¢) +a(z-¢) ..
Definim operatorul diferential D: : A () ->.A (), neN, prin:
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DLf(2)=f(2),
DL f(z2)=D,f(z)=(z=¢) f'(2),

D!f(z)=D(D}"f(2)).

Observatia IV.2.1: Daca functia fe A (), f(z)=(z-¢)+ Zaj (z=¢) , zeU, atunci

Dgf(z):(z—§)+ij” aj(z—é’)j ,zeU.

Definitie 1V.2.10: Fie punctul fixat { € U . Spunem cd functia f € A ({) este n-stelati normatd
D)

in {, neN, daca verifica inegalitatea: RGW> 0, zeU. Vom nota cu S, (&) clasa
2 f(z

acestor functii.

IV.3. Subclase normate de functii univalente definite cu ajutorul convolutiei

Rezultatele acestui paragraf sunt originale, s-au obtinut folosind normarea
f(&)=f"(¢)-1=0,unde ¢ €U este un punct fixat si definitia convolutiei. Aceste rezultate sunt
continute in [70].

Definitia 1V.3.1 [70]: Fie punctul fixat { €U i fie functiile f, g € A (), definite astfel:
f(z):(z—é')JrZaj (z=¢), zeU si g(z) =(z—§)+2bj (z=¢), zeU. Vom nota prin
j=2 j=2

f*xg convolu,tid sau produsul Hadamard al celor doua functii, dat prin relatia:
(f*g)N2)=(z={)+Da,b,(z=¢) , zeU.
j=2
Definitia IV.3.2 [70]: Fie punctul fixat { €U, fie functiile f(z)=(z—-¢)+ Zaj (z=¢) si
j=2
g(2)=(-O)+ b, (z=¢), zeU, cu (g* f)(£) =0 si notam:
=2
ReE=O(g* /) @)
(g*f)@

L= O(gx/) @)
(g*/) ()
Teorema 1V.3.1 [70]: Fie punctul fixat €U . Atunci K,(¢) Sg*(é’).

Teorema 1V.3.2 [70]: Fie punctul fixat £ €U . Dacd f €S (&) si functia g este convexd, atunci
fe8, ().

S, (&) =1 feS©): >0,zeU,(g*f) (£)#0}.

K, () =1feS): R +1>0,zeU,(g*f) (£)#0}.
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Teorema 1V.3.3 [70]: Fie punctul fixat {eU. Functia feK, /() daca si numai dacda
h eSg*(é’), unde h(z)=(z-¢) f'(2), zeU sau feK, () < (z—{)f’(z)eSg*(é’).

Teorema 1V.3.4 [70]: Fie punctul fixat { €U . Daca [ €S g*(é' ) §i functia h este convexd, atunci
hfeS, ().

Teorema IV.3.5 [70]: Fie punctul fixat { eU. Fie feSg*(é’) si fie functia h convexd, cu
proprietatea h()=h({)—1=0. Atunci Sg*(é') c Sh*g*(é').

Teorema IV.3.6 [70]: Daca f € K, (&) sifunctia h este convexd, atunci h* f €K, (J).
Teorema IV.3.7 [70]: Fie [feK,((S) si fie functia h convexd, cu proprietatea

&) =h()-1=0. Atunci K ({) = K., ().

Definitia I1V.3.4 [70]: Notam:

(z-¢)(g*/) ()
(g*0)(2)

Teorema I1V.3.8 [70]: Fie punctul fixat { €U . Atunci Sg*(g”) c C,(f).

Teorema IV.3.9 [70]: Fie punctul fixat § €U . Daca f €C,(S) si functia h este convexd, atunci

h*feC,(f).

Teorema 1V.3.10 [70]: Fie punctul fixat £ eU. Fie feC,(S) si fie funcfia h convexd, cu

proprietatea h(¢)=h'(¢)=1. Atunci C ()= C,,,(£).

Definitia IV.3.5 [70]: Notam cu:
OE N, [, E-OEE)

M = S(¢):Re(l- 1 0,zelU

”J:){fe e e +“(+ (1)) j> a }

Teorema 1V.3.11 [70]: Fie punctul fixat § € U . Pentru orice a e R avem M, ,({) < Sg*(g”).

C, (&) =1{feS(): Re >0,zeU,(g*f) (£)#0}.

Teorema IV.3.12 [70]: Fie punctul fixat { €U . Oricare ar fi a, f€R, cu 0 S£< 1, avem

a
M, ()M, ().
Definitia 1V.3.6 [70]: Notam cu:

gy,g(§)={ fEs(é/) : Re|:eiy (Z_(é;:(jr;];)),(ﬂ}>O’Z€U}’ unde 76(—%,%} .

Definitia IV.3.7 [70]: Notam cu S,({)= | S$,(¢).

/4
€ -~
y(zzj

z-O)(g*f) (2)
(g*f)(2)

Definitia IV.3.8 [70]: Notam:

S (@) ={/eS(): Re >a,zeU,(g*f) ()#0}.
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z-9(g*f) (2)

K, () {feS(g”): Re +1>a,zeU,(g*f)'(g)¢o}

(g%f) (2)
C, (L a) =1/ eSE): ReE=E N @yl
(g*9)(2)
_ (z=-¢)(g*f)(2) (z=-¢)(g*f)'(2)
M. (Cy)=4feSE):Re(l- 1 zeUl,
wg(E57) {fe (&):Re(l-a) (2% 1)(2) +0€[+ 2% 1)) j>7 € }

5,4(¢0a) ={ feSE) - Re[ew (z— é )(i )(f ))'(Z)} >a,zeU} unde 76(—% %}

Definitia 1V.3.13 [70]: Fie punctul fixat { €U . Definim operatorul R : A (&) —>.A (),

neN, prin:

== 12)"

n!

(z=9)
(1-(z=&)™

Observatia IV.3.5: Daca functia fe A4 (), f(z2)=(z-¢)+ Zaj (z=¢), zeU, atunci

J=2

R:f(2)=(z- §)+Z a4 (z=8),

RIf(z)= * f(z)= ,zeU.

Definitia IV.3.14 [70]: Spunem ca functia f € A ({) este n-convexd, neN, daca verifica
RIf(2) 1

>—, zeU. Vomnota cu K,() clasa acestor functii.

RIf(z) 2

inegalitatea: Re

IV.4. Subclase normate de functii stelate si convexe de ordin &

Rezultatele acestui paragraf sunt originale, s-au obtinut folosind normarea
f(&)=f"(¢)-1=0,unde ¢ €U este un punct fixat si sunt continute in [71].

Definitia IV.4.1: Fie punctul fixat € U i fie functia
f(@)=(E-{)+a,(z=¢) +a(z=¢) +

Fie 0< a <1. Atunci notam cu:

S*(a;§)={ fed (&) :Re%”;l(z)w»zwa(g*f)'(?)io}’

S"(a;$) poartd numele de clasa functiilor stelate de ordin a normate in ¢ .

K(a;g“):{ feA, (g“):Re%(f)n(z)+l>a,zeU,(g*f)'(§)¢O}.

K(a; &) poarta numele de clasa functiilor conexe de ordin oo normate in ¢ .
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Teorema IV.4.1 [71]: Fie ¢ un punct fix din U si fie 0<a <1. Atunci au loc S (a,&) < S () si
K(a,5) < K(S).
Teorema IV.4.2 [71]: Fie ¢ un punct fix din U si fie 0<a <1. Functia €S (a,¢) dacd si

numai daca functia g € S (), unde

g(2) = (2~ e“)[f(z)] .

¢

o
z—¢ '
z=¢

Corolarul IV.4.1 [71]: Fie punctul fixat{ e U . Dacd 0 <« <1, atunci functia f € K(«a;¢) daca si

f(2) = . v
unde | ——=| este determinarea olomorfa pentru care
Z —

numai daci functia g € S (a;¢), unde g(z)=(z-¢) [f'(z)]i.

IV.5. Subclase normate de functii alfa-convexe

Rezultatele acestui paragraf sunt originale, s-au obtinut folosind  normarea
f(&)=f"(¢)-1=0,unde ¢ €U este un punct fixat si sunt continute in [72].

Definitia IV.5.1 [72]: Fie punctul fixat§ €U si functia

J(a,f;Z,i)=(1—a)—(z_;()zj;'(z)+a[1+—(z_]§g)”(z)j, zelU.

Notam cu M,(()= { f e W) : f©)=1)-1=0, LS E Lo Reya, f2,0)>0,
z
zeU}. M, ({) poarta numele de clasa functiilor alfa-convexe normate in ¢ .
Teorema IV.5.1 [72]: Fie punctul fixat{ €U .
a) Pentru orice a € R avem M ()< S™(£),
b) Oricare ar fi a, B € R cu OS£<1 avem M (&) c M ,(E).
a

Teorema IV.5.2 [72]: Fie punctul § fixat sifie a>0. Atunci feM () daca si numai daca
Fe S*(é’) unde F(z) :f(z){%)z?(z)} , CU [%)2?(2)} in punctul z={¢ sdfie l.
Definitia IV.5.2 [72]: Fie { un punct fix din U, a, feR sifie feA4,(<), cu

fOIG) o OG0

z=¢ o f(2)
Spunem ca functia f apartine clasei M (&) daca functia F :U — C, definitd prin
(z-¢)f'(2)
F(z)=f(2)|1
. f(){m /) }

este o functie stelata in U.
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Teorema IV.5.3 [72]: Fie ¢ un punct fix din U. Pentru orice a <0, avem M'({)< S (£).
Definitia IV.5.3 [72]: Fie ¢ un punct fix din U, a, B €R sifie f e 4(S), cu
PACIVACIIr TN Gl 9 VA CI N
z—¢ f(2)

Spunem cd functia f apartine clasei M, ,(&) daca functia F:U — C, definita prin

o Je=oroT. . e-ore?
F(z)=f(2) {—f(z) } {1 o+ a—f(z) }

este o functie stelata in U.
Teorema IV.5.4 [72]: Fie { un punct fix din U. Pentru orice a,f R, aff(1-a)=0, avem

M ,(§) =S (E).
Definitia IV.5.4 [72]: Fie { un punct fixdin U, o, eR sifie f e 4(S) cu
f@f) -0 L0 v
z f(2)

Spunem cd functia fapartine clasei M, (&) daca functia F:U — C, definita prin

=) f(2) “”){ (z—é)f'(Z)T
F(2) = 2 5J) RSl P v
(=)=7 (2){ 1) } “Tro

20, 1-a+a

este o functie stelatd in U.
Teorema IV.5.5 [72]: Pentru orice o, f e R, avem M, ,(J) < S

IV. 6. Subclase de functii univalente cu coeficienti negativi

Rezultatele acestui paragraf sunt originale i sunt continute in [73].
H. M. Srivastava si A. A. Attiya in lucrarea [137], au introdus operatorul J, , : A — A
definit astfel:

=(A+1)
J,Mf(z):z+k_2(/1+kj a,z ,zelU. (Iv.6.3)
U+ 20,0, f (D) =2(],,f(2)) + AT, f(2). (IV.6.4)

Notam cu S, , (@) clasa de functii f €S ce indeplinesc conditia

z(J z '

N UAO)
Jn,ﬂf(z)

Din relatiile (IV.6.4) si (IV.6.5) rezultd ci o functie f €S apartine clasei S, ,(a) daca

>a,0<a<l,zelU. (IV.6.5)

si numai daca
Re Jn+1,ﬂf(z) > /I +a

Jof(z)  A+1

,05a<l1, zelU. (IV.6.6)
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Definitia 1V.6.1 [73]: Spunem ca o functie f € 7 este din clasa TS, ,(a),neC, AeC/Z
daca functia f satisface conditia (IV.6.6).

Teorema IV.6.1 [73]: Fie neN", A€ C/Z,, 0<a<lsi fie functia f € 7. Atunci functia
f(2) este din clasa TS, ,(c) daca si numai dacd

i(/l+l)2—(/1+k)(i+a)(i+l
= A+k A+k

j a,<l-a. (1V.6.7)

Rezultatul este exact.
Rezultatul (IV.6.7) este exact pentru functia

f)=z— (lz—a)(/1+k) [/1+kj *

A+D)" A+ (A+a) A+1
Corolarul 1V.6.1 [73]: Fie neN*, 1eC/Z,, 0<a <] gi fie functia f € 7. Atunci functia
f(2) este din clasa TS, ,(c) daca

(1V.6.9)

a, < (12_ @)(4+k) (l+kjn : (Iv.6.10)
A+ —(A+kb)(A+a)\ A1 +1
Avem egalitate in relatia (1IV.6.10) daca functia f(z) este data de relatia (I1V.6.9).
Teorema IV.6.2 [73]: Fie ne N, 1eC/Z,, 0<a <lyifie functia f € 7. Atunci
TS, (@) TS, (a). (Iv.6.11)
Teorema I1V.6.3 [73]: Fie neN", A€ C/Z,, 0< o, <a, <1 sifiefunctia [ €7 Atunci
TS, ,(a,) < TS, (). (Iv.6.12)

Teorema 1V.6.4 [73]: Fie neN', 1eC/Z, , 0<a<]1 si fie functia [fe€Z Daca
feTS, (a) si |Z|=}"<1, atunci

B (I-a)(A+2) (mz
A+’ =(A+2)A+a)\ 1+1

)nr2g|f(z)|3’”+ (1-a)(A+2) (/”L+2

A+1Y —(A+2)(A+a) 1+1) r (1V.6.16)

Si
Jnrﬁ|f’(z)|sl+{

1_[ 2(A+a) a}mz(mz

~ 2(A+a) " /1+2(/1+2J"r
A+1)Y = (A+2)(A+a) A+al\ A+1

A+ —(A+2)(A+a)  |A+ald1+]
(Iv.6.17)
Limitele in relatiile (IV.6.16) si (IV.6.17) sunt atinse daca functia f(z) este definita
astfel:

. (—0(+) A+2Y)
/&)= u+1)2—(4+2)(4+a>(“1) B

Corolarul 1V.6.2 [73]: Fie neN", 1e€C/Z, , 0<sa<]l i fie functia fe€Z Daca
f€TS, ,(a), atunci discul unitate U este inclus in planul dat de domeniul discului
|w|<1— (lz—a)(/1+2) (/1+2j '
A+D)" -(A+2)(A+ )\ A+1
Rezultatul este exact daca functia extremala f(z) este data de relatia (1V.6.20).

z=4r). (IV.6.20)

(IV.6.21)
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Considerdm functiile f/(z) , i= I,_m , definite astfel:
fi(2)=z->a,7", a,>0,zeU. (IV.6.22)
k=2

Teorema I1V.6.5 [73]: Fie neN", 1eC/Z, , 0<a <1 si fie functiile f(z)eTS, ,(a), cu

i=1,m. Atuncifunctia h(z) definita de relatia

h(z)=)c fi(z),unde ¢, >0,) ¢, =1, (IV.6.23)
i=1 i=1

face parte din clasa TS, ,(a).
Teorema 1V.6.6 [73]: Fie neN", AeC/Z, , 0<a <1 si fie functiile f,(z)eTS, ,(a), cu

i=1,m. Atuncifunctia h(z) definita de relatia:
h(z)=yf(z2)+(1-y)f,(z),unde 0 <y <1. (IV.6.26)
este din clasa TS, ().

Teorema 1V.6.7 [73]: Fie functiile
(1-a)(A+k) [/1+k)"zk

N =8 ) = G e )\ A1
unde k=22, neN", AeC/Z,, 0<a<1. Atunci functia f(z) este din clasa TS, ,(a) daca si

numai dacd poate fi exprimatd in forma
f(2)=2.0, fi(2),unde v, 20, v, =1. (I1V.6.29)
k=1 k=1

Definitia IV.6.1 [73]: Fie functiile f,(z), i=12, definite in relatia (IV.6.22). Convolutia
modificata sau produsul Hadamard modificat al functiilor f(z) si f,(z) este dat de relatia:

(£®f)(2)=2-D a.,a,7" . (1V.6.30)
k=2
Teorema IV.6.8 [73]: Fie neN", AeC/Z, , 0<a<l si fie functiile f(z)eTS, (a),
i=12. Atunci produsul Hadamard modificat (fl ® fz)(z) €Ts, ,(B), unde
A+2Y (A+2)A+D)’ (1-a) -A(A+2) (1-a)
Tl [+ -2+ (A +a) |
+1) = (A + +ta
p= - . (Iv.6.31)
1_(/1+2j A+2) (1-a)
A1) [+ -+ (i+a) |

Rezultatul este exact pentru functiile

)=z 1z)(AF2) [’“zjnzz i=12 (1V.6.32)
: A+ =(A+2)(A+a)\ 1+1 T o

Corolarul 1V.6.4 [73]: Fie neN", 1eC/Z, , 0<a <1 si fie functiile f,(z)€TS, ,(a), cu

i=1,2. Atunci functia
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0
h(z) = Z—Z:1 la,, a,, z",
k=2

este din clasa TS, ,(a) .

Teorema 1V.6.9 [73]: Fie neN", 1eC/Z,, 0<a<l, 0<p<1, 0<y<1 gi fie functiile

K2 eTS; () si f,(z) TS, ,(B). Atunci (f,® f,)(z) € TS, ,(r), unde

o (A+2)(1-a) (1= (2 +1)] -A(A+2)] _(mzj”
A+D ~(A+2)(A+a) [[(A+ D} ~(A+2)(A+ ) [\ A+

o (A+2) (1-—a)(1-p) _(mzj”'

A+ —(A+2)(A+a) || (A+1) = (A+2)(A+ ) |\ A +1

Rezultatul este exact pentru functiile

f@)=z-

(IV.6.37)

(I-a)(A+2) (mzj”zz
A+ =(A+2)A+a)\ 1+1 ’

S1

f(D)=zm (1-4)(A+2) [mzj”zz
? A+ —=(A+2) A+ )\ 1+1 '
Teorema 1V.6.10 [73]: Fie neN", AeC/Z, , 0<a<l si fie functiile f(z)eTS, ,(a),

i=12. Atunci functia h(z) definita astfel:

hz)=z-Y (af, +a;,)z", (1V.6.49)

k=2

este din clasa TS, ,(v), unde

(A+2)(1-a)[(A+1} =22+ |( 1+2Y
-2 2 2 a+1
A+D) =(A+2)(L+«a +
v= [G+D' -G+ D+ a)] . (IV.6.50)
- (A+2) ' (1-a) (/1+2j
[+ ~(2+2)(A+a) [ L A+]
Rezultatul este exact pentru functiile f,(z)eTS, ,(a), i=1,2 definite de relatia (IV.6.32) din
teorema IV.6.8.
Teorema 1V.6.12 [73]: Fie n,,n,e N, 2eC/Z; , 0<a <l si fie functiile f(z)€TS, ,(@),
i=12. Atunci (f;® f,)(z) TS, ,()NTS], ,(a).
Teorema 1V.6.12 [73]: Fie neN', 1e€C/Z, , 0<a<l si fie functia fe€Z Daca

f€TS, ,(a), atunci f(z) este aproape-convexa de ordin y, unde 0<y<l, in

|Z| <rn(n,A,a,y), unde
1

n k-1
H ccu k=2, (IV.6.60)

_ 2 _
rl(n,,ta’y)zigf -y (1+1) (/1+k)(ﬂ+0()(ﬂ,+1

k (-a)(A+k) A+k
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Rezultatul este exact, pentru functia extremala f(z) data de relatia (IV.6.9).
Teorema 1V.6.13 [73]: Fie neN', 1e€C/Z, , 0<a<l si fie functia fe€Z Daca
f€TS, ,(a), atunci f(z) este stelati de ordin y, unde 0<y <1, in |z| <n(n,A,a,y), unde

1

n k-1
” ccuk=2.  (IV.6.63)

r(n,A,a,y)= iIl}f

l—y A+ —(A+k)A+a)( A+1
|:k—7/ (1-a)(1+k) (/1+k
Rezultatul este exact, pentru functia extremala f(z) data de relatia (IV.6.9).

Teorema 1V.6.14 [73]: Fie neN', 1e€C/Z, , 0<a<l si fie functia fe€Z Daca

f€TS, ,(a), atunci f(z) este convexd de ordin y, unde 0<y <1, in |Z| <n(n,A,a,y), unde
1

n k-1
r(n,A,a,y)=1nf j } ,cu k>2. (IV.6.66)

k

-y A+’ —A+b)(A+a)( 1+1
{k(k—}/) (1-a)(A+k) (}tJrk
Rezultatul este exact, pentru functia extremala f(z) data de relatia (IV.6.9).

Teorema IV.6.15 [73]: Fie neN", 1eC/Z,, 0<a <1, fie functia f € 7 si fie functia F(z)
definita astfel:

F(z)= 7—J;1j0 77 (0 dt. (IV.6.69)

Daca f €TS, ,(a), atunci F €TS, ,(a), pentru toti y, —=1<y.
Corolarul 1V.6.5 [73]: Fie neN", A€ C/Z, , 0<a <1, fie functia f € 7 si fie functia F(z)
definita astfel
F(z)= jo L@ 4 (IV.6.70)
t

Daca f €TS8, ,(a), atunciF €TS, ,(a) .
Teorema 1V.6.16 [73]: Fie neN", 1 eC/Z, , 0<a <], fie functia f €7, fie y un numar
real, astfel incat —1<y si fie functia F(z) definitd de relatia (IV.6.69). Dacd f €TS, (),

atunci F(z) este univalentd in |z| <r, unde

1

il etk (/1+1)2—(2,+k)(/1+a)(1+1j" }“. V.67

Flk(r+) (-a)(A+k) A+k
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